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Introduction 

Le facteur de transfert est un terme qui intervient de fagon cruciale dans la stabi- 
lisation de la formule des traces. II a ete defini par Langlands et Shelstad dans le cas 
de l'endoscopie ordinaire ([LS]), puis dans le cadre plus general de l'endoscopie tordue 
par Kottwitz et Shelstad ([KS]). La definition est un peu abstraite et c'est un exercice 
amusant de l'expliciter dans des cas particuliers. On calcule ici les facteurs de transfert 
pour les groupes classiques. Precisement pour les groupes symplectiques, speciaux ortho- 
gonaux, unitaires, ainsi que pour les groupes lineaires tordus et pour les groupes tordus 
deduits de groupes unitaires par changement de base. Le point de vue adopte, comme 
dans [W] chapitre X, est de parametrer les classes de conjugaison, ou de conjugaison 
stable, des elements semi-simples reguliers d'un tel groupe par des donnees de geometrie 
elementaire. Par exemple, la classe de conjugaison stable d'un tel element est determinee 
par les valeurs propres de l'element dans la representation naturelle du groupe. On peut 
expliciter les facteurs de transfert a l'aide de ces parametres. Le resultat est la proposi- 
tion 1.10 ci-dessous. Signalons que Kottwitz a trouve, au moins dans le cas des algebres 
de Lie, une autre fagon de calculer ces facteurs, a l'aide de sections de Kostant. Cette 
methode s'est averee particulierement fructueuse. On espere neanmoins que les formules 
presentees ici pourront trouver quelques applications. Dans la premiere section, on definit 
les groupes consideres, les parametres utilises, les L-groupes et les donnees endoscopiques. 
A propos de ces dernieres, signalons qu'il importe de les fixer precisement. En effet, le 
facteur de transfert depend vraiment des donnees endoscopiques, et pas seulement de 
leur classe d'equivalence (on s'en convainc en considerant les donnees endoscopiques de 
GL\). Ce point n'est peut-etre pas assez souligne dans la litterature. La section se termine 
par l'enonce du resultat. Les demonstrations n'ont aucun interet : il s'agit simplement 
d'expliciter les definitions dans chacun des cas. Toutefois, il paraitrait peut-etre bizarre 
de ne presenter aucune preuve. Dans la deuxieme section, on a done redige une preuve : 
celle du cas des groupes lineaires tordus, en dimension impaire. 



1 Les resultats 



1.1 Notations 

Soit F un corps local de caracteristique nulle. On suppose que F n'est pas le corps 
des complexes, la theorie etant triviale dans ce cas. On fixe une cloture algebrique F 
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de F. On appelle ici extension algebrique de F un sous-corps de F contenant F. On 
note Gal(F/F), resp. Wf, le groupe de Galois, resp. le groupe de Weil, de F/F. Par 
l'homomorphisme Wf — > du corps de classes, tout homomorphisme x de F x definit 
un homomorphisme de Wp que Ton note encore x- Si E est une extension quadratique de 
F, on note t e / f l'unique element non trivial du groupe de Galois Gal(E/F) et sgriE/F 
le caractere quadratique de F x dont le noyau est le groupe des normes Norm E /F(E x ). 
Si G est un groupe reductif defini sur F, on note g son algebre de Lie. 

1.2 Definition des groupes et groupes tordus 

On etudiera dans la suite differents cas pour lesquels on introduit ici les notations de 
base, que Ton ne rappellera plus. 

Le cas symplectique. Soit V un espace vectoriel sur F de dimension finie d, muni 
d'une forme symplectique q (d est done pair). On note G le groupe symplectique de 
(V,q). 

Le cas special orthogonal. Soit V un espace vectoriel sur F de dimension fi- 
nie d, muni d'une forme quadratique (e'est-a-dire une forme bilineaire symetrique) non 
degeneree q. On note G le groupe special orthogonal de (V,q). Ce cas, comme certains 
des cas suivants, se subdivise en un cas pair et un cas impair selon la parite de d. Dans 
le cas pair, on definit le discriminant 5 de q par 5 = (—l) d / 2 det(q) (par convention, 5=1 
si d — 0). C'est un element de F x /F x ' 2 . On l'a normalise de sorte que 5 = 1 si (V, q) est 
somme orthogonale de plans hyperboliques. On exclut le cas ou d — 2 et 8 — 1. 

Le cas du groupe lineaire tordu. Soit V un espace vectoriel sur F de dimen- 
sion finie d. On note G le groupe (algebrique) des automorphismes lineaires de V. On 
note G l'ensemble (ou plus exactement la variete algebrique) des formes bilineaires non 
degenerees sur V x V. Le groupe G agit a gauche et a droite sur G de la fagon suivante. 
Soient g, g' G G et x e G. Alors gxg' est la forme bilineaire 

(v,v') i ^ x(g~ l v,g'v'). 

Ces actions font de (G, G) un "groupe tordu", dans la terminologie de Labesse. 

Considerons le groupe lineaire GL^. On note $d son automorphisme defini par 9a(g) = 
J d 9~ X ■• ou Jd es ^ ^ a m atrice antidiagonale dont les coefficients non nuls sont definis 
par (Jd)k,d+i-k — (— l) fc - Le carre de 0d est l'identite et on peut introduire le produit 
semi-direct GL\ = GL d x {1,^}. Fixons une base (ek)k=i,...,d de V. Elle nous permet 
d'identifier G a GL d . Fixons de plus un element v e F x . Notons 9 l'element de G(F) 
defini par les egalites 

0(e fc ,ej) = u(-l) k S kjd+ i-h 

ou le dernier terme est le symbole de Kronecker. On peut identifier G a la composante 
non neutre GLd9d de GL\ par l'application g9 \— > g9d pour tout g £ G. 

Le cas unitaire. Soit E une extension quadratique de F. Soit V un espace vectoriel 
sur E de dimension d, muni d'une forme hermitienne non degeneree q. Precisons notre 
convention concernant la sesquilinearite : on a q(Xv,X'v') = TE/F{X)\'q{v,v') pour tous 
v, v' G V, A, A' G E. On note G le groupe unitaire de (V, q). 

Le cas du changement de base du groupe unitaire. Soient E une extension 
quadratique de F et V un espace vectoriel sur E de dimension d. On note G le groupe 
algebrique sur F, obtenu par restriction des scalaires, tel que G(F) soit le groupe des 
automorphismes _E-lineaires de V. On note G l'ensemble (ou plus exactement la variete 
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algebrique sur F) des formes sesquilineaires non degenerees sur V. Le groupe G agit a 
gauche et a droite sur G par la meme formule que dans le cas du groupe lineaire tordu. 
Ces actions font de (G, G) un "groupe tordu". 

Notons 6d,E/F l'automorphisme de GL d (E) defini par O^e/fW) — Jd T E/F( t 9~ 1 )Jd~ 1 i ou 
T E/F^9~ l ) est obtenu en appliquant te/f aux coefficients de t g~ 1 . Introduisons le produit 
semi-direct GL^ E / F {F) = GL d (E) x {l,8 d:E /F}- Fixons une base (ek)i=i,...,d de V sur 
E. Elle nous permet d'identifier G(F) a GLd(E). Fixons de plus un element v G E x . 
Notons 9 l'element de G(F) defini par les egalites 

9{e k ,ei) = v{-l) k 5 Kd +i-i- 

On peut identifier G(F) au sous-ensemble GL d (E)9d,E/F de GL^ E j F (F) par I'application 
gd i — y g9d,E/F pour tout g G G(F). On a decrit ainsi une identification des ensembles de 
points a valeurs dans F mais il est facile de l'algebriser. 

1.3 Classes de conjugaison d 'elements semi-simples suffisam- 
ment reguliers 

Hormis le cas special orthogonal pair, "suffisamment" regulier signifie pour nous for- 
tement regulier. Dans le cas special orthogonal pair, les elements qui ont des valeurs 
propres ±1 peuvent etre fortement reguliers, tout en n'ayant pas les memes proprietes 
que les elements en position generate. On entend alors par element semi-simple suffisam- 
ment regulier un element semi-simple fortement regulier qui n'a aucune valeur propre 
±1. 

Le cas symplectique. Donnons-nous la collection d'objets suivante : 

• un ensemble fini I ; 

• pour tout i 6 /, une extension finie F±i de F et une _F±j-algebre commutative F t 
de dimension 2 sur F±i (c'est-a-dire, ou bien Fj est une extension quadratique de F± i) 
ou bien Fi = F±i © F±j) ; on note l'unique automorphisme non trivial de Fi/F±i ; 

• pour tout i G /, un element q G F* tel que Tj(cj) = — q et un element Xi G F* tel 

que XiTi(xi) = I. 

On suppose que d = ^2 ieI [Fi : F}. Posons W = ©j 6 /-Fj et definissons une forme 
symplectique qw sur W par 

(!) QwC^Wi^w'i) = ^2trace Fi / F (Ti(wi)WiCi). 
iei iei iei 

Fixons un isomorphisme de (W, qw) sur (V,q). Notons x l'element de G(F) qui, 
modulo cet isomorphisme, est defini par l'egalite : 

( 2 ) xi^Wi) = s ^x i w i . 
iei iei 

Cet element est semi-simple et sa classe de conjugaison par G(F) ne depend pas de 
l'isomorphisme choisi. On decrit facilement a quelles conditions cet element est regulier. 
Disons simplement que si la famille (xi)i e i est "en position generate", x est regulier (ce 
qui equivaut a fortement regulier dans le cas symplectique). Inversement toute classe 
de conjugaison semi-simple reguliere dans G(F) est obtenue par ce procede. Done, a 
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tout element semi-simple regulier x G G(F), on peut associer des donnees comme ci- 
dessus. L 'ensemble /, les extensions F±i et Fj et les elements Xi sont presque uniquement 
determines (on peut evidemment remplacer I par un autre ensemble de meme nombre 
d'elements, et chaque triplet (F ±i , F iy Xi) par un triplet qui lui est isomorphe sur F). 
Par contre, les q ne sont determines qu'a multiplication pres par le groupe des normes 
Norm Fi/F±i (Ff). 

Le cas special orthogonal impair. On considere une collection d'objets comme 
dans le cas precedent, a ceci pres que Ton suppose maintenant que Tj(cj) = q. On suppose 
que d = l+^2 ie i[Fi : F]. On construit encore l'espace W, la forme qw qui est maintenant 
quadratique et on suppose qu'il existe un espace D de dimension 1 muni d'une forme 
bilineaire symetrique et non degeneree qjj de sorte que (W © D, qw © Qd) s °it isomorphe 
a (V,q). On fixe un tel isomorphisme. On introduit l'element x G G(F) qui, modulo cet 
isomorphisme, agit par la formule (2) sur W et par l'identite sur D. On a alors les memes 
proprietes que dans le cas symplectique. 

Le cas special orthogonal pair. On considere une collection d'objets comme dans 
le cas symplectique, a ceci pres que Ton suppose, comme dans le cas special orthogo- 
nal impair, que t(q) = q. On suppose que d = J2 ieI [Fi : F}. On construit l'espace 
W et la forme quadratique qw On suppose (W, qw) isomorphe a (V, q) et on fixe un 
isomorphisme. On construit l'element x G G(F) comme dans le cas symplectique. On a 
essentiellement les memes proprietes que dans le cas symplectique. II y a toutefois un 
changement. C'est seulement la classe de conjugaison de x par le groupe orthogonal de 
V qui est bien determined. Or, pour un element semi-simple suffisamment regulier de 
G(F), sa classe de conjugaison par le groupe orthogonal se decompose en deux classes de 
conjugaison par G(F). Autrement dit, notre collection d'objets I, (-Fi)ie/ etc... parametre 
non pas des classes de conjugaison par G(F) mais des couples de telles classes. 

Le cas du groupe lineaire tordu, avec d pair. Donnons-nous la collection d'objets 
suivante : 

• un ensemble fini I ; 

• pour tout i G /, une extension finie F ±i de F et une F ±r algebre commutative F t 
de dimension 2 sur F±i ; 

• pour tout i G /, un element X{ G F* . 

On suppose d = ^2 ieI [Fi : F}. On fixe un isomorphisme de V sur ©j g /Fj. Modulo cet 
isomorphisme, on definit un element x G G(F) par la formule 

iei iei iei 

La classe de conjugaison par G(F) de cet element x est bien determinee. Si la famille 
(xi) ie j est "en position generale", x est fortement regulier. Inversement toute classe de 
conjugaison semi-simple fortement reguliere dans G(F) est obtenue par ce procede. Au- 
trement dit, on peut associer a une telle classe des parametres J, (Fj) ie i etc... L'ensemble 
/ et les extensions F±i et Fi sont determines de fagon essentiellement unique. Par contre 
les Xi ne le sont qu'a multiplication pres par le groupe Norm Fi / F± .{F^). 

Le cas du groupe lineaire tordu, avec d impair. On se donne une collection 
d'objets comme dans le cas precedent, plus un element xd G F x . On pose D = F et on 
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fixe un isomorphisme de V sur D © (©j 6 /Fj). Modulo cet isomorphisme, on definit un 
element x G G(F) par la formule 

x(w D + ^2wi,w' D + w-) = x D w D w' D + s ^2trace Ft/F (T i (w i )w' i x i ). 
iei iei iei 

On a les memes proprietes que dans le cas d pair. Pour un element semi-simple fortement 
regulier x G G(F), son parametre id n'est determine que modulo le groupe des carres 
F x ' 2 . 

Le cas du groupe unitaire. Donnons-nous la collection d'objets suivante : 

• un ensemble fini / ; 

• pour tout i <E I, une extension finie F ±i de F; on pose F = F ±i ® F E; c'est une 
F-algebre commutative ; l'unique Fj-j-automorphisme non trivial Tj de F, est id <S>te/f] 

• pour tout i G /, un element q G F* tel que Tj(cj) = q et un element Xi G Fj X tel 

que XiTi(xi) = 1. 

On pose W = J2 ieI F { . C'est un espace vectoriel sur E de dimension J2 ieI [Fi : F]. 
On suppose que cette dimension est egale a d. On munit W de la forme hermitienne qw 
definie par 

(3) qwC^w^^w'i) = 1 Y^trace Fi /E{.T i {w i )w' i c i ). 
iei iei iei 

On suppose que (W, qw) est F-isomorphe a (V, q) et on fixe un tel isomorphisme. Modulo 
celui-ci, on definit un element x G G(F) par la formule (2). On a alors les memes 
proprietes que dans le cas symplectique (quant a l'unicite des parametres, c'est cette fois 
la classe d'isomorphie sur F des couples (F,Xj) qui est uniquement determinee). 

Le cas du changement de base du groupe unitaire. Donnons-nous la collection 
d'objets suivante : 

• un ensemble fini / ; 

• pour tout % G /, une extension finie F±j de F ; on pose Fj = F±j ® F E ; 

• pour tout i G /, un element Xi G F*. 

On suppose d = Ylieii^i '■ F]. On fixe un F-isomorphisme de V sur ^2 ieI Fi. Modulo 
cet isomorphisme, on definit x G G(F) par l'egalite 

x(52 w h^2 w 'i) = ^trace^/E^w^Xi). 
iei iei iei 

On a les memes proprietes que dans le cas symplectique. Pour une classe semi-simple 
fortement reguliere x G G(F), ses parametres / et (Fj) ie / sont essentiellement unique- 
ment determines (ce sont les classes de F-isomorphismes des Fj qui comptent). Les Xi 
sont determines a multiplication pres par le groupe Norm Fi / F±i (F*). 

Remarque. En admettant que l'intersection de l'ensemble des lecteurs de cet article 
et celui des lecteurs de [W] soit non vide, les elements de cette intersection prendront 
garde au fait que les formules (1) et (3) ne coincident pas avec celles de [W]. Dans cette 
reference, on avait ajoute des coefficients [F : F]' 1 ou [F : F] _1 . 
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1.4 Classes de conjugaison stable d'elements semi-simples suf- 
fisamment reguliers 

Deux elements semi-simples suffisamment reguliers sont stablement conjugues si et 
seulement s'ils sont conjugues par un element de G(F). Le parametrage des classes de 
conjugaison stable de tels elements se deduit aisement de celui du paragraphe precedent. 
Dans les cas symplectique, special orthogonal ou unitaire, il suffit d'oublier les donnees 
(cj)j 6 j (dans le cas special orthogonal pair, on classifie ainsi des couples de classes de 
conjugaison stable). Dans les cas du groupe lineaire tordu ou du changement de base 
du groupe unitaire, on remplace les classes XiNorm F ./ F±i (F*) (ce sont ces classes qui 
parametraient les classes de conjugaison) par les classes XiF± v Dans le cas du groupe 
lineaire tordu avec d impair, on oublie de plus l'element xd- 

1.5 Les formes quasi-deployees 

Pour definir des facteurs de transfert, il importe de fixer un groupe quasi-deploye G 
et un torseur interieur ip : G — > G. Que tp soit un torseur interieur signifie que c'est 
un isomorphisme sur F et qu'il existe une application u : Gal(F/F) — > G(F) telle que 
cr(^)^ _1 (<7) = u{a)gu{ay l pour tout g G G(F). En general, l'application u, composee 
avec l'application naturelle de G(F) dans son groupe adjoint, est un cocycle. Dans les 
cas qui nous interessent, on peut effectuer les choix de sorte que u elle-meme soit un 
cocycle a valeurs dans G(F). D'apres une remarque de Kottwitz, cela permet de definir 
des facteurs de transfert pour le groupe G de la meme fagon que si G lui-meme etait 
quasi-deploye. Precisement, il faut fixer le cocycle u et le facteur de transfert depend de 
u et pas seulement de sa classe de cohomologie. Dans le cas symplectique, ou celui du 
groupe lineaire tordu, ou celui du changement de base du groupe unitaire, G est quasi- 
deploye, on choisit G = G,ip est l'identite et u(a) = 1 pour tout a G Gal(F/F). Pour 
unifier les notations, on pose dans ces cas V_ — V et, dans le cas symplectique, q — q. 

Le cas special orthogonal impair. A equivalence pres, il existe un unique espace 
V_ sur F, muni d'une forme quadratique non degeneree q, qui verifie les conditions sui- 
vantes : la dimension de V_ sur F est d; les discriminants de q et q sont egaux dans 
F x /F x ' 2 ; le groupe special orthogonal G de (V_,q) est quasi-deploye. On introduit cet 
espace quadratique. Les formes q et q definissent par linearite des formes quadratiques 
sur V <g>F F et V_®f F (a valeurs dans F). Ces deux formes sont isomorphes. On fixe 
un isomorphisme F-lineaire 5 : V F — > V_®f F tel que q(S(v), S(v')) = q(v, v') pour 
tous v,v' G V ®f F. On definit un isomorphisme ip : G — > G par ip(g) = SgS' 1 . C'est 
un torseur interieur. On prend pour fonction u la fonction definie par u(a) = a(5)5^ 1 . 
Cette application u est un cocycle a valeurs dans G(F). 

Le cas special orthogonal pair. II est identique au precedent, a ceci pres que le 
couple (V_, q) n'est pas forcement unique. On en choisit un et on construit un cocycle u 
et un torseur interieur ijj : G — > G comme ci-dessus. Remarquons que, meme si G est 
quasi-deploye, cette construction peut nous fournir un cocycle u non trivial. 

Le cas unitaire. II existe un espace V_ sur E, muni d'une forme hermitienne non 
degeneree q, qui verifie les conditions suivantes : la dimension de V_ sur E est d; le groupe 
unitaire G de (V_, q) est quasi-deploye. Le couple (V_, q) est unique si d est pair, il y en 
a deux si d est impair. On choisit un tel espace hermitien. Les formes q et q definissent 
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par linearite des formes E ®f -F-hermitiennes sur V <S>f F et V_<S>f F. Ces deux formes 
sont isomorphes. On fixe un isomorphisme E ®p -F-lineaire 5 : V ®fF — > V_®fF tel que 
q(S(v), S(v')) = q(v, v') pour tous v, v' G V ®pF. On definit un isomorphisme ip : G — > G 
par V'(^) — ^fl^ -1 - C'est un torseur interieur. On prend pour fonction u la fonction definie 
par u(a) = a(5)5~ l . Cette application u est un cocycle a valeurs dans G(F). 

1.6 Epinglage 

Considerons d'abord les cas symplectique, special orthogonal pair ou impair, ou uni- 
taire. On fixe un sous-groupe de Borel B de G defini sur F, un sous-tore maximal T 
de B_ et un epinglage invariant par Gal(F/F) relatif a la paire (B_,T). C'est-a-dire que, 
pour toute racine simple a de T dans l'algebre de Lie du radical unipotent de B_, on 
fixe un element non nul E a du sous-espace radiciel correspondant, et on suppose que 
E a ( a ) = <y(E a ) pour toute racine simple a et tout a G Gal{F/F). Notons la somme 
des E a . C'est un element nilpotent regulier de g(F). Dans le cas symplectique ou special 
orthogonal impair, considerons la forme bilineaire (v,v') i— > q(v , N d ~ 1 v ') sur V_. Elle est 
quadratique de rang 1. Elle est done equivalente a la somme d'une forme nulle et d'une 
forme sur F du type (x,y) h- > ^xy, avec G F x . Cela definit un unique 77 modulo le 
groupe des carres F x ' 2 . Dans le cas special orthogonal pair, on considere la forme bi- 
lineaire (v,v') 1 — y q{y , N d ~ 2 v '). La meme construction s'applique. Dans le cas unitaire, 
on considere la forme sesquilineaire (v,v') 1— > q{v ) N d ~ 1 v r ). Elle est hermitienne si d est 
impair, antihermitienne si d est pair. Elle est de rang 1 et done equivalente a la somme 
d'une forme nulle et d'une forme sur E du type (x,y) 1— > i]T E / F (x)y avec 77 G -E x (on a 
77 G F x si d est impair, te/f(v) — ~V si ^ es ^ pah)- Cela definit un unique rj modulo le 
groupe des normes NorrriE/F(E x ). 

Considerons maintenant les cas du groupe lineaire tordu ou du changement de base 
du groupe unitaire. Modulo les choix d'une base de V et d'un scalaire u, on a defini 
en 1.2 un element 9 de G(F). Dans le cas du groupe lineaire tordu, c'est une forme 
symplectique si d est pair, quadratique si d est impair. Dans le cas du changement de 
base du groupe unitaire, elle est proportionnelle a une forme hermitienne. Notons Gq la 
composante neutre de son groupe d'automorphismes. C'est un groupe quasi-deploye. On 
fixe comme ci-dessus une "paire de Borel epinglee" de ce groupe, invariante par Gal(F/F) 
et on en deduit un element nilpotent iV G Q§{F). On definit f] comme precedemment en 
considerant la forme (v,v') 1— > 9(v , N d ~ 1 v ') sur V. Dans le cas du groupe lineaire tordu, 
7] est un element de F x bien defini modulo F x ' 2 . Dans le cas du changement de base du 
groupe unitaire, c'est un element de E x bien defini modulo NorrriE/F{F x ) (ici, 77 peut 
etre quelconque dans E x puisqu'il depend du scalaire u). 

1.7 L-groupes 

Soit N > 1 un entier. Le groupe GLn(C) est le groupe des automorphismes de C^. 
On note (ek)k=i,...,N la base standard de cet espace. On note On l'automorphisme de 
GL N (C) defini par la meme formule qu'en 1.2, c'est-a-dire 0n{9) = Jn 1 ^ Jn 1 - O n n °t e 
I N l'element de GLn(C) qui est antidiagonal et a pour coefficients antidiagonaux 

(F N )k,N+i-k = 
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Si N est impair, on pose 1^ — I N . Si N est pair, on note 1^ l'element de GLn(C) qui 
est antidiagonal et a pour coefficients antidiagonaux 



On note SOn(C) la composante neutre du sous-groupe des g G GLjv(C) tels que t glf j g = 
Ix. Si N est pair, on note S'pw(C) le sous-groupe des g G GLjv(C) tels que t gl~ N g = 1^. 
Cas symplectique. Le L-groupe de G est le produit direct SOd+i(C) x Wf- 
Cas special orthogonal impair. Le L-groupe de G est le produit direct Spd-i(C) x 
W F . 

Cas special orthogonal pair. Soit 5 le discriminant de q. Si 8 — 1, le L-groupe 
de G est le produit direct SOd(<C) x Wf- Si 5 ^ 1, on note E = F(y/5). Le L-groupe 
de G est le produit semi-direct SOd(C) x Wf- Un element de We agit trivialement sur 
SOd(C). Un element de \ We agit par conjugaison par la matrice de permutation de 
C d qui echange les vecteurs e d /2 et e d /2+i et fixe les autres vecteurs de base. 

Cas du groupe lineaire tordu. Le L-groupe de G est bien sur GL d (C). L'auto- 



Cas du groupe unitaire. Le L-groupe de G est le produit semi-direct GL^(C) x Wf- 
Un element de We agit trivialement sur GL d (C). Un element de W F \ We agit par 
l'automorphisme 6 d - 

Cas du changement de base du groupe unitaire. Le L-groupe de G est le 
produit semi-direct (GLd(<C) x GL^(C)) x Wf- Un element de We agit trivialement sur 
GLd(C) x GLa(C). Un element de W f \We agit par (g',g") i— > (g",g'). L'automorphisme 
dual de d , E/F est (<?', h- (^(/), d (^)). 

1.8 Donnees endoscopiques elliptiques 

On fixe une donnee endoscopique elliptique pour G, ou pour G dans le cas du groupe 
lineaire tordu ou du changement de base du groupe unitaire. Une telle donnee est un 
triplet (H,s, L £). Le premier terme H est un groupe reductif connexe defini et quasi- 
deploye sur F, le deuxieme est un element semi-simple de la composante complexe G du 
L-groupe L G et le troisieme est un plongement de L-groupes L £ : L H — > L G. Dans nos 
cas, H est un produit H~ x Lf + , ou H~ et H + sont chacun de l'un des cas symplectique, 
special orthogonal ou unitaire. On peut representer H~, resp. H + , comme un sous- 
groupe du groupe d'automorphismes d'un couple (V - , q~), resp. (V + , q + ) comme en 1.2. 
On note d~, resp. d + , la dimension de V~, resp. V + . L'element s est toujours un element 
diagonal (dans la representation du groupe G decrite dans le paragraphe precedent), ou 
un produit (s', s") d'elements diagonaux dans le cas du changement de base du groupe 
unitaire. Ces elements diagonaux n'ont pour coefficients diagonaux (ou s' k et s'l) que 
des ±1. Pour decrire on represente les L-groupes de H~, H + et G comme en 1.7. En 
particulier, le groupe H~, resp. H + , G, est un sous-groupe du groupe des automorphismes 
d'un espace complexe dont on a fixe une base. On note e^, resp. e^T, e^, les elements de 
cette base. La restriction de L £ a W F s'ecrit w h- > (p(w),w), avec p(w) G G. 

Cas symplectique. Le groupe H~ est special orthogonal pair. On note S~ le discri- 
minant de q~ et, si 5~ ^ 1, E~ l'extension F(y/S~). La condition d'ellipticite exclut le 
cas ou d~ = 2 et 5~ = 1. Le groupe H + est symplectique. On & d~ + d + = d. On a 



(^)fc,AT+l-fc 




si fc < iV/2, 
si k > N/2. 



morphisme "dual" de 6d est 6d- 




1, 



1, si /c = 1, d /2ouk = d — d /2 + l,...,d, 
si k = d-/2 + l,...,d-dr/2. 
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La restriction de L £ a H x H + se deduit de 1' identification suivante des bases : 



e k , si k = 1, ...,d /2, 

e fc+d +, si k = d~/2 + 1, ...,d~; 



e fe ^ e fc+d - /2 . 

Si <5~ = 1, on a p(u>) = 1 pour tout w G W^. Si 5~ ^ 1, on a p(w) = 1 pour w G W 7 ^- 



Pour w eW F \ W E - , 
p(w)e fc = 



efc, si /c = 1, d /2 — louk = d — d /2 + 2,...,d, 
e d -d-/2+i, si k = d~/2, 

—efc, si k = d~/2 + 1, d — d _ /2, 

e d -/ 2 , si k — d — d~ /2 + 1. 



Cas special orthogonal impair. Les groupes H et H + sont speciaux orthogonaux 
impairs. On a d~ + d + = d + 1. On a 

f -1, si k = 1,..., (d~ - l)/2 ou k = d- (d~ - l)/2,...,d- 1, 
Sfc ~\ 1, si k = (d- + l)/2,...,d-(d- + l)/2. 

La restriction de L £ a x iJ + se deduit de 1' identification suivante des bases : 



4, si A; = 1, (d~ - l)/2, 

e k +d+-i, si A; = (cT + l)/2, ...,d~ - 1; 



e fc l-> e fe+ ( d -_i)/ 2 . 

On a p(u>) = 1 pour tout w G W^. 

Cas special orthogonal pair. Les groupes H~ et H + sont speciaux orthogonaux 
pairs. On a d~ +d + = d. On note <5, 5~ et <5 + les discriminants de q, q~ et g + et E, E~ et 
i? + les extensions associees, quand elles existent. La condition d'ellipticite exclut les cas 
ou l'un au moins des couples(d~, S~) ou (d + , 5 + ) est egal a (2, 1). On a 5~5 + = 5. On a 

J — 1, si /c = 1, d~/2 ou /c = d — d~ /2 + 1, d, 
Sk = \ l, S i k = d-/2 + l,...,d-d~/2. 

La restriction de L £ a x iY + se deduit de Identification suivante des bases : 



e fe , si k = 1, ...,d /2, 

e fc+d +, si k = d~/2 + 1, ...,d~; 



e fc ^ e fc+d-/2- 

Si d + 0, notons 5 G GL^(C) la matrice de permutation qui echange les vecteurs e^-/ 2 
et ed-d- /2+1, ainsi que les vecteurs e^/2 et ed/2+1, et qui fixe les autres vecteurs de base. 
Si d + = 0, S = 1. Si 5- = 1, p(w) = 1 pour tout iu G W>. Si 5" 7^ 1, p(w) = 1 pour 
w G W 7 ^- et p(iu) = S pour iu G W F \ W E -- 

Cas du groupe lineaire tordu avec d pair. Le groupe H~ est special orthogonal 
pair. On note 5~ le discriminant de q~ et, si S~ ^ 1, -E 1- l'extension i^v^^ 3 )- La condition 
d'ellipticite exclut le cas ou d~ = 2 et 5~ = 1. Le groupe H + est special orthogonal impair. 
On a d~ + d + = d+ 1. On a 



Sk = 



— 1, si /c = 1, d /2, 
1, si fc = d~/2 + 1, ...,d. 
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La restriction de L £ a H x H + se deduit de 1' identification suivante des bases : 



e k , si k = 1, ...,d /2, 

e fc +d+-i, si A; = d~/2 + 1, ...,d~; 



i e fc+d - /2 . 

Si 5~ = 1, on a p(u>) = 1 pour tout w G W 7 ^. Si 5~ ^ 1, on a p(w) = 1 pour tout 
w G We-. Pour w G We \ We-, p{w) est la matrice de permutation qui echange les 
vecteurs Q-/ 2 et ed_d-/2+i et qui fixe tout autre vecteur de base. 

Cas du groupe lineaire tordu avec d impair. Le groupe H~ est special orthogonal 
impair. Le groupe H + est symplectique. On a d~ + d + = d. On a 



Sk 



-1, si A; = l,...,(d~ - l)/2, 
1, si k = (d~ + l)/2, d. 



La restriction de L £ a H x fj + se deduit de 1' identification suivante des bases : 



e k , si k = 1, (d - l)/2, 

e fc +d++i> si A; = (d~ + l)/2, d~ - 1; 



e k l-> e fc+(d--l)/2- 

On choisit un caractere \ de F x , d'ordre au plus 2, que l'on identifie a un caractere de 
Wp. Pour tout w G We, p(u>) est la matrice diagonale de coefficients 



p(w] 



k 



1, si fc = 1,..., (d~ - l)/2 ou fc = d- (d~ - l)/2 + l,...,d, 
X (w), si fc = (d- + l)/2, d - (d~ - l)/2. 



Cas unitaire. Les groupes if - et -£/ + sont unitaires, relatifs a la meme extension E 
que G. On a 

-1, si k — 1, d~ 
1, si A; = d~ + 1, d. 



Sfe = 

La restriction de L £ a x H + est 



cT 
g+ 



On choisit deux caracteres yT et p + de E x . On suppose que la restriction de p~, resp. 

a F x coincide avec sgn^ F , resp. sgn E ^ F . On identifie //~ et p + a des caracteres 
de We- On fixe de plus deux nombres complexes non nuls z~ et z + . Pour w G We, 
p(u>) = fi(w), oil est la matrice diagonale de coefficients diagonaux 



k 



fi (w), si k — 1, d , 
p + (u>), si /c = d~ + 1, d. 



Pour u> G We \ We, on a p(u>) = Z, oil Z G GL d (C) est definie par 



2 + e fe+d -, si k = 1, ...,d + , 
z~ik-d+, si k = d + + 1, ...,d. 



10 



Cas du changement de base du groupe unitaire. Les groupes H et H + sont 
unitaires, relatifs a la meme extension E que G. On a s = (s', s"), avec s" = 1 et 



si 



-1, si k — 1, d 
1, si k = d~ + 1, d. 



La restriction de L £, h H x i7 + est (g ,g + ) \— > (g',g"), oil 

On choisit deux caracteres /i~ et /i + de _E X . On suppose que la restriction de \i~ , resp. 

a F x coincide avec sgn^jp 1 , resp. sgn E ^ F . On identifie /z~ et /i + a des caracteres de 
We- On fixe de plus deux nombres complexes non nuls z~ et z + . On definit Z et n(w) 
comme dans le cas unitaire. Pour w G We, p(w) = (n(w), 9 d (fi(w))). Pour w G Wf\We, 

P (w) = (z,e d (z)s'). 

On a effectue divers choix qui sont necessaires pour definir les facteurs de transfert 
(certains sont toutefois inessentiels, par exemple ceux des elements z + et z~ dans les cas 
unitaire ou du changement de base du groupe unitaire). Toutefois, la plupart des choix 
n'affectent pas la classe d'equivalence de la donnee (H,s, L £). Indiquons quels sont les 
objets qui determinent cette classe. 

Cas symplectique. Le couple (d~,d + ) et le discriminant 5~ . 

Cas special orthogonal impair. Le couple (d~,d + ) a l'ordre pres, c'est-a-dire que 
(d + ,d~) est equivalent a (d~,d + ). 

Cas special orthogonal pair. Le quadruplet (d~, 5~, d + , 5 + ), a la permutation 
suivante pres : (d + , 5 + , d~ , 5~) est equivalent a (d~ , 5~ , d + , 5 + ) . 

Cas du groupe lineaire tordu, avec d pair. Le triplet (d~ , 5~, d + ). 

Cas du groupe lineaire tordu, avec d impair. Le triplet (d~,d + ,x)- 

Cas du groupe unitaire. Le couple (d~,d + ) a l'ordre pres. 

Cas du changement de base du groupe unitaire. Le couple (d~,d + ). 



1.9 Correspondance de classes de conjugaison stable 

On fixe un element x G G(F), ou x G G(F) dans les cas du groupe lineaire tordu ou du 
changement de base du groupe unitaire, et un element y = (y~, y + ) G H(F). On les sup- 
pose semi-simples et suffisamment reguliers. Introduisons des donnees qui parametrent les 
classes de conjugaison stable de y + et y~ , cf. 1.4. On les note (J~, (F ±i ) ieI -, (Fi) ieI -, (|/i)i e /-) 
et ( y I + ,(F± i )i €l +,(Fi)i < z I +,(y i )i €l +), en supposant que I~ et I + sont des ensembles dis- 
joints. Supposons que les classes de conjugaison stable de x, resp. x, et de y se corres- 
pondent. Alors on peut parametrer la classe de conjugaison stable de x, resp. x, par les 
donnees suivantes : 

• l'ensemble / = I~ U I + ; 

• pour % G /, le corps F±i et la F±j-algebre Fj qui figurent dans les donnees associees 
a y~ ou y + ; 

• pour % G /, un element Xi G F* qui verifie les conditions suivantes : 

- dans les cas symplectique, special orthogonal ou unitaire, Xi = yi ; 

- dans les cas du groupe lineaire tordu ou du changement de base du groupe unitaire, 
XiTi{xi) _1 = {—l) d+1 y,iU / Ti{u) (rappelons que v figure dans la definition de l'element 6) . 
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Hormis le cas special orthogonal pair, la reciproque est vraie : si la classe de conjugai- 
son stable de x, resp. x, est parametree par les donnees ci-dessus, les classes de conjugai- 
son stable de x et de y se correspondent. Dans le cas special orthogonal pair, on introduit 
un element x' qui est conjugue a x par un element du groupe orthogonal de determinant 
— 1. On se rappelle que x' n'est pas stablement conjugue a x, mais les classes de conju- 
gaison stable de x et x' sont parametrees pas les memes donnees. Alors, soit les classes 
de conjugaison stable de x et y se correspondent, soit ce sont celles de x' et y, ces deux 
cas etant exclusifs l'un de l'autre. 



1.10 Le facteur de transfert 

On a fixe un torseur interieur ip : G i— > G et un cocycle u a valeurs dans G(F). On 
a fixe un epinglage de G, ou d'un certain sous-groupe dans les cas du groupe lineaire 
tordu ou du changement de base du groupe unitaire. On a fixe une donnee endoscopique 
(H,s, L l;) de G ou G. C'est tout ce qu'il nous faut pour definir un facteur de transfert 
Ah,g, ou A h q ([LS], [KS]). Nous supprimons de ce facteur les termes A/y. On considere 
le facteur de transfert comme une fonction definie sur les couples (y,x) G H(F) x G(F), 
resp. (y,x) G H(F) x G(F), formes d'elements semi-simples suffisamment reguliers et 
dont les classes de conjugaison stable se correspondent. 

Considerons un tel couple. On ecrit y = {y~,y + ) et on parametre les classes de 
conjugaison stable de y~ et y + comme dans le paragraphe precedent. Comme en 1.3, la 
classe de conjugaison de x est parametree par un ensemble / et des families (F±i) ie i, 
(Fi) ie i, (xi)i e i et, dans certains cas, une famine (cj)j g / ou un element xd- D'apres le 
paragraphe precedent, on peut supposer que / = I U I + et que les trois premieres 
families verifient les conditions decrites dans ce paragraphe. Considerons d'abord les cas 
symplectique ou special orthogonal ou du groupe lineaire tordu. Pour tout i G /, notons 
$i l'ensemble des homomorphismes de F-algebres de Fi dans F . On definit le polynome 

Pi(T) = Hl[(T-<i ) (y t )). 

i€l <f>£$i 

On definit de fagon similaire les polynomes P/+(T) et Pj-(T). On note P'jiT) le polynome 
derive de Pj(T). Considerons maintenant les cas unitaire ou du changement de base du 
groupe unitaire. Pour tout % G /, on note l'ensemble des homomorphismes de E- 
algebres de Fj dans F. On definit le polynome P/ ^(T) en remplagant $j par $ ijE dans 
la formule ci-dessus. 

Notons J* le sous-ensemble des % G / tels que Fi soit un corps. Definissons I~* et I + * 
de fagon similaire. Soit % G On definit Cj G F* par les formules suivantes. 
Cas symplectique. Q = -r]c i P' I (y i )P I (-l)y]~ d/2 . 
Cas special orthogonal impair . 

C t = -2r ] c l P' I (y t )P I (-l)yt d)/2 (l + y l )(y* ~ l)" 1 . 
Cas special orthogonal pair. 

d = 2r ] c t P , I (y l )P I (-l)y 1 r d/2 (l + yi )(y t - l)" 1 . 
Cas du groupe lineaire tordu, avec d pair. 

C^vx^P'MPti-l^-^il + y,). 
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Cas du groupe lineaire tordu, avec d impair. 

Q = x D x- 1 P' I (y t )P I (l)yt d)/2 (y i ~ !)■ 

Cas du groupe unitaire, avec d pair. C; = —riCiP' IE (yi)Pi ) E{—l)~ l y l i ~ d ^ 2 . 
Cas du groupe unitaire, avec d impair. 

Q = -vc l P' I , E (y l )PiA-^r l yt d)/2 a + y l )- 

Cas du changement de base du groupe unitaire, avec d pair. 

Q = - V X^Pl E ^P ItE {-l)^y]- d /\l+y t ). 
Cas du changement de base du groupe unitaire, avec d impair. 

c t = -vx-'PiMPiM-^vt^ 2 - 

Dans tous les cas, on verifie que C{ appartient a F^. 

Proposition. On a les egalites : 

- dans les cas symplectique ou special orthogonal, resp. dans le cas du groupe lineaire 
tordu, avec d pair, 

A H ,G{y,x) \ TT / s~~i \ 

resp. A H c(y,x) ) = II Wn/F^Cfr 

- dans le cas du groupe lineaire tordu, avec d impair, 

^ H ,a{y,~x)=x{riXDPi{l)Pi-{-l)) J] sgn Fi/F±i (Ci); 

- dans le cas unitaire, resp. dans le cas du changement de base du groupe unitaire, 



resp. 



a"' -fall )=^(^-(o)^-(-i)- 1 )/i + (^ + (o)P/ + (-i)- 1 ) n sgn Fi/F± M)- 



1.11 Complements 

Dans les cas special orthogonal ou unitaire, on a remarque que la classe d'equivalence 
des donnees (H, s, L £) etait invariante par la permutation de H~ et H + . Cela signifie que, 
dans la proposition precedente, on peut remplacer l'ensemble d'indices I~* par I + *. On 
obtient encore un facteur de transfert. Si le cocycle u est trivial, les deux facteurs ainsi 
obtenus sont egaux. Dans le cas ou F est non archimedien, il n'y a que deux classes de 
cocycles possibles. Alors, si u est non trivial, les deux facteurs de transfert sont opposes 
l'un de l'autre. 

Considerons le cas du groupe lineaire tordu, avec d pair et F non archimedien. Sup- 
posons d~ = d et d + = I. On a H + = {1}. Le groupe H~ est quasi-deploye. On en 
choisit une paire de Borel epinglee invariante par Gal(F/F) et on en deduit un invariant 
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T) comme en 1.6. Supposons 77 = — 77 . Considerons un couple (y,x) comme dans le 
paragraphe precedent. Definissons une forme quadratique q% sur V par 

q^iy , f ') = x (v, v') + x(v ', v). 

Parce que la classe de conjugaison stable de x correspond a une classe de conjugaison 
stable de H(F), la forme q% a meme discriminant que q~ . On a les egalites 




si (V, q x ) et (V ,q ) sont isomorphes , 
sinon. 



2 Preuve dans le cas du groupe lineaire tordu, avec 
d impair 

2.1 Changement de x dans sa classe de conjugaison 

On considere les donnees de 1.10 dans le cas du groupe lineaire tordu, avec d impair. 
L'element 9 est une forme quadratique sur V . On fixe un element cd G F x et, pour tout 
i G /, on fixe q G F^. On pose D = F. On suppose qu'il existe un isomorphisme de V 
sur D © (©jg/Fj), de sorte que, modulo cet isomorphisme, 9 s'ecrive 

v i, v 'd + Y1 v 'i) = °d v dv' d + trace Fi / F (Ti(vi)v+Ci). 
iei iei iei 

De tels choix sont possibles. On fixe un tel isomorphisme. On note Gq le groupe special 
orthogonal de 9. Notons T b le sous-tore de Gq forme des elements qui respectent chaque 
sous-espace F t de V. On a T\F) = Uiei F l' oh F l = i X e ^'^^W = l }- Notons T° 
le commutant de T b dans G. C'est aussi le sous-groupe des elements de G qui respectent 
chaque sous-espace Fi ainsi que la droite D. On a T°(F) = F x x Yl ieI F* . Posons 
t x D = cqx~^ et, pour i e I,t xi — CjT^Xj) -1 . Definissons l'element t x = (t x D , (t| i)iei)) de 
T(F) et considerons l'element t x 9. Par definition de ce dernier produit, on a {t%9)(v , v') = 
9((tl)~ 1 v,v') pour tout v,v' £ V. Plus explicitement 

(tp)(v D + ^2vi,v' D + J2v' i ) = CDitl^VDv'n + ^2trace Fi/F {T i (vi)v' i c i T i (t% i y 1 ) 
iei iei iei 

= x D v D v' D + ^2trace Fi/F (T i (vi)v' i x i ). 
iei 

On voit ainsi que t%9 est conjugue a x. Cela nous permet de supposer desormais x = t%9. 



2.2 Systemes de racines 

On pose simplement 9 = 9d, cf. 1.2. Modulo le choix d'une base de V, on identifie 
G a GL d et G a GL d 9 comme on l'a explique dans ce paragraphe. Notons T le sous- 
tore diagonal de G et, pour t e T, notons (tk)k=i,...,d ses coefficients diagonaux. Notons 
E l'ensemble des racines de T dans G. II s'identifie a l'ensemble des couples (/c, /) G 
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{l,...,d} 2 tels que k ^ I : pour un tel couple (k,l), la racine correspondante otk,i est 
donnee par ak,i(t) = tkt^ 1 . L'automorphisme 9 agit sur E. On a 9(ak,i) = dd+i-i,d+i,k- 
Pour a G E, on pose Na = a + t9(a) si a ^ 0(a;), A/a = a si a = Kottwitz 
et Shelstad distinguent trois types de racines. On traduit explicitement leur description 
ainsi : une racine a^i est de type Ri si k ^ d + 1 — / et k et / sont tous deux differents 
de (d + l)/2, de type R 2 si k ou / est egal a (g/ + l)/2, de type R 3 si k = d + 1 — I. 

Notons Tg la composante neutre du groupe des points fixes de 9 dans T. Un element 
t G T appartient a Tg si et seulement si i(d+i)/2 = 1 et td+i-k = F^ P our k ^ (d + l)/2. 
Le groupe T# est un sous-tore maximal de Gq. Notons E# l'ensemble des racines de Tg 
dans Gq. Pour a G E, notons a res la restriction de a a Tg. Si a est de type R\ ou i? 2 , a res 
appartient a E e . Si a est de type R 3 , a res /2 appartient a E e (en adoptant une notation 
additive usuelle). 

Posons G = GLd(<C), 9 = 9^, notons T le sous-tore diagonal de G et Gq, resp. Tg, 
la composante neutre du sous-groupe des points fixes de 9 dans G, resp. T. On note E 
l'ensemble des racines de T dans G, qui s'identifie au meme ensemble de couples que 
precedemment. On note ak,i la racine associee a (k, I). On note Eg l'ensemble des racines 
de Tq dans Gq. Pour a G E, on note a res sa restriction a Tq. Cette operation de restriction 
verifie des proprietes similaires a celles decrites ci-dessus. On a plonge H dans G. Par 
ce plongement, Tq s'identifie a un sous-tore maximal de H. On note E# l'ensemble des 
racines de Tq dans H. Cet ensemble est reunion de deux sous-ensembles evidents E#- et 
E#+. 

L'ensemble E s'identifie naturellement a l'ensemble de coracines associe au systeme 
de racines E. La bijection est evidemment aik,i i— > ak,i- 

Attention : l'ensemble Eg ne s'identifie pas a l'ensemble de coracines associe a Eg. 
Ces ensembles de racines sont tous deux de type E>d- Dya toutefois une bijection naturelle 
entre Eg et Eg : pour j3 G E e , on choisit a G E tel que (3 = a res ; on associe a j3 l'element 
(a) res de Eg. Cela ne depend pas du choix de a. 

2.3 Description galoisienne du tore 

Pour une extension finie F' de F, on note <&f> l'ensemble des homomorphismes de 
F-algebres de F' dans F. On a dit que l'on considerait F' comme un sous-corps de F. II 
revient au meme de dire que l'on fixe un element privilegie ipp' £ &f', a savoir l'identite. 

Pour i G /*, on pose $j = $^ et 0j = 0i^. Pour i G / \ /*, on note l'ensemble 
des homomorphismes de F-algebres de Fi dans F. II y a deux homomorphismes de F±j- 
algebres de F; dans F ±i , notons- les ^ et Alors = {0o </>?-; g $_F ±i } U {0o-0 4 2 ; g 
$i? ±i }. On note simplement et <I> 2 les deux termes de cette decomposition et on pose 
0! = <t>F ±i o 02 = F±i o 

On peut choisir, et on choisit, un element go G Gq(F) et une bijection 

L:\J^^{l,...,d}\{(d+l)/2} 

iei 

verifiant les conditions ci-dessous. Pour i G /, on pose A'j = Si i G /*, on pose 

fci = t(0i). Si « G / \ /*, on pose A^> = t($J) et fcj = i(0, 6 ) pour 6 = 1, 2. Alors 

• U ie j- ^ = {1, (d- - l)/2} U {rf - (d- - 3)/2, ...d} ; 

• U ie j + K i = i d ~ + 1)A " - i)/ 2 ) \ + i)/ 2 ) 5 

• pour % G / et G $j, t(0 o t;) = d + 1 — t(0). 
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• pour i G I*, h < (d+ l)/2; 

• pour i G I \ I* et k G K u on a k < (d + 1)/2 si k G K} et k > (d + l)/2 si A; G if? ; 

• g Q T> 9 Q 1 = T; 

• pour t° = (i°) ier ) G T(F), posons £ = got°g 1 ; alors on a t^+i)/2 — t°D e ^ P our 
i e I et g $i, t t(0) = 0(^). 

Notons f2 le sous-groupe des elements du groupe de Weyl de T dans qui sont 
fixes par 9. II s'identifie au groupe des permutations ui de l'ensemble {l,...,d} telles 
que u(d +1 — k) — d + 1 — u(k) pour tout k. Posons T = Gal(F/F). Ce groupe agit 
naturellement sur T°. Via l'isomorphisme t° h- > go^g^ 1 , cette action se transporte en 
une action sur T. Pour simplifier les notations, on note (<r, t) <x(t) cette action. II 
existe un unique homomorphisme a \— > u;(cr) de T dans de sorte que, pour tous er G T, 
t G T, et k G {1, d}, on ait (cr(O)ifc — ^(^(o-)- 1 ^))- P° ur simplifier, on pose simplement 
cr(k) = w(a)(k). Evidemment, pour % G / et <fi G $j, on a er(t(0)) = t(cr o 0). L'action 
que Ton vient de definir de Y sur T conserve T e . L'action deduite sur l'ensemble des 
caracteres de T e conserve E e . 

On definit une action de T sur T, par (a(t))k = ta- 1 (k)- Cette action conserve T- e et 
Taction deduite sur l'ensemble des caracteres de T§ conserve E^. 

Dans la suite, T, T et l'ensemble {l,...,d} seront toujours munis des actions galoi- 
siennes que l'on vient de definir. Pour eviter les confusions, on note T(F) r plutot que 
T(F) le sous-groupe des points fixes par T dans T(F). On pose t x = got^g^ 1 . Remarquons 
que tx appartient a T(F) r . 

Pour tout P G E#, on note le fixateur de (3 dans T, T±p le sous-groupe des elements 
de T qui conservent {±/3}, et Fp, resp. F±p, le sous-corps des points fixes par Fp, resp. 
T±p, dans F. Fixons des a-data (ap)p e -£ g et des x-data (xp)peT, g , cf. [LS] paragraphes 2.2 
et 2.5. Pour (3 G Eg, est un element de Fp . On a = — ap et = cr(ag) pour 
tout a G T. Le terme X/3 est un caractere de Fp . On a X-p — Xp 1 et Xo-(/3) — Xp ° (J_1 
pour tout a - G T. Si [Fp : F ±/3 ] = 2, la restriction de xp a -F±/3 est le caractere quadratique 

Remarquons que la bijection entre E# et E^ est T-equivariante. Par cette bijection, 
on peut, si on en a besoin, remplacer les ensembles d'indices de nos a-data et x-data par 
On peut aussi definir Tp,Fp etc... pour (3 G E^. 

2.4 Le facteur de transfert 

Le facteur A H q(i/,x) est un produit de trois termes. Un terme Aj{y,x) sur lequel 
nous reviendrons plus tard. Fixons un sous-ensemble E de representants des orbites de 
l'action de T x {1,$} dans E. Le terme Ajj(y,x) est lui-meme un produit de termes 
An t a(y,x), pour a dans un sous-ensemble de E. C'est le sous-ensemble des a G E qui 
verifient l'une des conditions suivantes : 

(1) a est de type R\ et (a) res n'appartient pas a T, H ; 

(2) a est de type R 2 et ni (a) res , ni 2(a) res n'appartiennent a E# ; 

(3) a est de type R 3 et (a) res appartient a E#. 

Posons a = ak,i- La condition (1) equivaut a, ou bien k G {1, (d~ — l)/2} U {d — 
(d _ -3)/2,...,d} et/ G {d~+l)/2, d-(d--l)/2}\{(d+l)/2}, ou bien I G 
l)/2}U{d-(d _ -3)/2, 4 et fc G {d"+l)/2, d-(d--l)/2}\{(d+l)/2}. La condition 
(2) n'est jamais verifiee. En effet, si a est de type R 2) soit k, soit I est egal a (d + l)/2. 
Supposons par exemple Z = (d+l)/2. Si fc G {1, (cT - l)/2} U {d- (d~ -3)/2, 
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res 



2(a) res appartient a t H -. Si k G {dT + l)/2, ...,d- (d~ - l)/2} \ {(d + l)/2}, (a 
appartient a La condition (3) equivaut a k — d+ 1 — I et A; G {1, (d~ — l)/2} U 
{d- (d- -3)/2,...,d}. 

Pour a verifiant (1), on a 



A IIjCe (y,x) = x Qres ( )• 



"a 



re.s 



Pour ct verifiant (3), on a 



a / ~\ ,Na(tz 

A II:a (y,x) = Xa res /2{ ;r 



Remarque. Dans la definition de [KS] p. 36, il n'y a pas de denominateur 2. II nous 
semble qu'il faut modifier cette definition comme on vient de l'indiquer. 

Le facteur A in (y,x) est donne en general par un produit dans des groupes d'hy- 
percohomologie. En fait, notre choix de T° comme commutant d'un sous-tore de G§ 
le simplifie. Le cocycle v de [KS] lemme 4. 4. A est trivial : avec les notations de cette 
reference, on a 5* = m(S) — t%, g — 1, et u(a) = 1 car G x {1,0} est deploye, done 
v(a) = gu(a)a(g)^ 1 = 1. Alors, d'apres [KS] p. 63, le facteur A in (y,x) se decrit de la 
facon suivante. On definira plus loin un certain cocycle a° G ^(Wp, T) (le groupe Wp 
agit sur T via l'homomorphisme naturel de Wp dans V). Par l'isomorphisme de Lan- 
glands entre ce groupe de cohomologie et le groupe des caracteres continus de T(F) r , le 
cocycle a definit un caractere a de T(F) V . Alors 

A in (y,x) =a°(ti). 

Decrivons a°. On dit qu'un element (3 G est positif si (5 intervient dans Taction 
de Tq dans le sous-groupe unipotent "triangulaire superieur" de G§. D' autre part, le 
groupe T x {±1} agit sur : l'element —1 du groupe {±1} agit par j3 h- > —f3. Fixons 
un ensemble de representants des orbites pour cette action. Pour tout (3 G E^, on 
definit rp : Wp — > T de la facon suivante. Supposons d'abord que /3 soit asymetrique, 
e'est-a-dire que — j3 n'appartienne pas a l'orbite de (3 pour T. On fixe un ensemble de 
representants {w n } n =i,...,Ar de Wf^Wf.Povlt tout n, on pose /3 n = w^fi. Pour tout 
(n, w) G {1,...,A^} x WV, il y a un unique couple (n',v n (w)) G {1,...,N} x W 7 ^ tel que 
w n w = v n {w)w n i. On pose 

rp(w)=l J] (/5n)(-l)]( II ^(X/^KH)) 

x n=l,...,AT;/3 n >0,«)- 1 /3 n <0 / \n=l,...,N 

Ici /3 n est la coracine associee a (3 n : e'est un homomorphisme de C x dans T§. Supposons 
maintenant que (3 soit symetrique, e'est-a-dire que —(3 appartienne a l'orbite de f3 pour T. 
On fixe des elements wo,w\, ...,wn de Wp de sorte que Wq 1 (3 = —(3 et que l'application 
n ^ f3 n = w~ l f3 soit une bijection de {1,...,7V} sur le sous-ensemble des elements 
positifs de l'orbite de (3. Pour n G {1, N}, on pose W- n = woiv n . Pour tout (n,w) G 
{1,...,A^} x W F , il existe un unique couple (n',v n (w)) G {±l,...,±iV} x W Ff3 tel que 
w n w = v n {w)w n i. On pose 

r p{w) = Yl PnixpiMw)))- 

n=l,...,N 
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On pose ensuite 

r = H r> 

C'est une application de W T dans T$. D'autre part, le groupe f2 s'identifie au groupe de 
Weyl de T$ dans Gq. Modulo le choix d'un epinglage, on definit une section de Springer 
n : il — > Gq. Introduisons le L-groupe de T, qui est le produit semi- direct L T = T x W F . 
On definit une application 

m: L T^G § xW F 

par m(t,w) = (ir(w)n(uj(w)),w) (on note tu(w) l'image par to de l'image de w dans 
T). C'est un homomorphisme. Remarquons que le groupe de Weyl Qfr de Tq dans H 
est naturellement un sous-groupe de fl et que uj prend ses valeurs dans ce sous-groupe. 
D'autre part, tout element de E# est multiple positif d'un element de E^, ce qui permet de 
definir xp pour (5 G E# :si/3 — r/3', avec r > et f3' G E^, on pose xp — XP'- On peut alors 
remplacer dans les constructions ci-dessus le groupe Gq par H. On affecte d'un indice H 
les objets relatifs a H. On definit done un homomorphisme ran '■ L T — > H x W 7 ^ = L iJ. 
On peut considerer que m prend ses valeurs dans G x W F = L G. L' homomorphisme 
L £ o m H prend aussi ses valeurs dans L G. On verifie qu'il existe un cocycle a° de W F 
dans T de sorte que 

L £ om H (i,w) = a (w)m(i,w) 

pour tout (t, u>) G L T. 

2.5 Le terme Ai(y,x) 

Pour tout i £ I, choisissons Xj G tel que Tj(Xj) = — Xj. Notons X l'element de 
t b (F) qui agit par multiplication par X i sur Fj pour tout i £ I, et par sur Sup- 
posons X regulier dans 0e(F). Introduisons un groupe special orthogonal quasi-deploye 
H' + d'un espace quadratique de dimension d + + 1 sur F. Le groupe if' = H~ x 
est un groupe endoscopique de Gq. Les classes de conjugaison, ou de conjugaison stable, 
d'elements semi-simples reguliers dans les algebres de Lie des groupes speciaux orthogo- 
naux se parametrent essentiellement comme en 1.3. En particulier, on peut introduire des 
elements semi-simples reguliers Y~ G fy~(F) et Y + G i)' + (F) dont les classes de conju- 
gaison stable sont parametrees respectivement par (F±i) ieI -, (Fi) ieI -, (Xi) ieI -) et 
(/ + ,(i 71 ± l ) ie /+,(^) ie /+,(X) ie /+). Posons Y = (Y~,Y+) G fj'(F). Supposons de plus X 
assez proche de 0. Les classes de conjugaison stable de exp(Y) et de exp(X) se corres- 
pondent. On definit le facteur de transfert ,G e { ex P(X)i ex P(X)) relatif a l'epinglage 
de Gq que Ton a fixe. Comme dans le paragraphe precedent, c'est le produit de trois 
termes que Ton peut calculer en utilisant les memes a-data et x-data que Ton a fixees. 
II suffit de comparer les definitions pour voir que les deux facteurs Ai(exp(Y), exp(X)) 
et Ai(y,x) sont egaux. Or on a calcule le premier dans [W] chapitre X pour un certain 
choix de a-data. Decrivons le resultat. Posons X T = g^Xg^ 1 (en notant comme une 
conjugaison Faction adjointe). On choisit pour a-data la famille definie par ap = f3(X T ) 
pour tout P G E e . On note Q x le polynome caracteristique de X agissant dans V. Alors 

(1) A I (y,x)= Yl sgn Fi/F± XvCiQ' x (Xi)), 
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cf. [W] proposition X.8. 

Remarques. Dans cette reference, on avait calcule le facteur A^/ ) G e (exp(y), exp(X)) 
tout entier, en supposant que F etait non-archimedien. Mais, avec notre choix de a- 
data, le facteur A n (exp(Y), exp(X)) est trivial. Pour F non-archimedien, le facteur 
A IH (exp(Y),exp(X)) est lui-aussi trivial pour X proche de 0. La demonstration consis- 
tait done au seul calcul de Ai(exp(Y), exp(X)). Le calcul de ce terme est le meme, que 
F soit non-archimedien ou reel. Par ailleurs, le terme que l'on a note ici 77 est le meme 
que dans [W], bien que sa definition soit un peu differente. Le terme que l'on a note q 
est egal a [Fj : F]^ 1 ^ dans les notations de [W]. 

On a suppose X proche de 0. On peut lever cette hypothese en remarquant que la 
formule ci-dessus est insensible au remplacement de X par \ 2 X pour A G F x . Soit i E L 
Puisque yiTi(yi) = 1, l'element 

(2) X i = (y i -l)(l + y i )- 1 

verifie la propriete requise Tj(JQ) = — X^. On peut choisir, et on choisit, cet element 
Xi dans les constructions ci-dessus. On verifie que la forte regularity de x entraine la 
regularity de X. Remarquons que Ton a la formule d'inversion 

(3) y^H + X^l-Xi)- 1 . 



2.6 Description de certaines orbites 

Pour % G I*, notons Tj, resp. T ±i , le fixateur de F i: resp. F ±i dans T et etendons 
l'element Tj de GaliFij F±i) en un element de T. On a done T±i = Tj U TiTj. 
Fixons i G I~ , j G I + . Posons 

= {a k x,ke K u l G Kj} U {a l>k ; k G K h l G Kj}, 

^(i,j)res = {"res;" £ ^(hj)}- 

Les orbites dans T*(i,j) res pour Paction de T s'identifient aux orbites dans pour 
Paction de T x {1, 6}, ou encore aux orbites dans x Kj pour Paction de V. Remarquons 
que l'on a Pegalite -(a k j) res = (a d+1 - k4+1 -i) res . 

Si i G" I~* ou j G" S(i,j) res est forme d'orbites asymetriques. En effet, si par 
exemple i G" k et d + 1 — k appartiennent Pun a K\, Pautre a Kf, ils ne peuvent 
done pas appartenir a la meme orbite galoisienne. 

Supposons % G I~* et j G I + *. Soit E.(i,j) un ensemble de representants de r^r/iy 
On verifie que ((ki, C(%)))^es(ij) es t une famille de representants des orbites de T dans 
Ki x ifj. Soit £ G E(i,j). II y a un element £' G j) tel que r^Tj G T^'Tj. Alors la 
T-orbite de (a kit ^ kj )) res est symetrique si £' = £ et asymetrique si £' 7^ £. Cela resulte 
des egalites 

(1) - (0!fe i ^(fc J -))res = (^d+l-ki,d+l-€,{kj))res = (oi T -i (ki) ^ {kj) ) res = 7"" 1 (a kiiTi £ Tj ( kj )) res . 

On fixe un sous-ensemble E.(i,j)± de S(i, j) tel que, pour tout £ G S(i, j), Pintersection 
"(*)j)± ^ a ^ exactement un element. Alors Pensemble des (a ki ^( kj )) res pour £ G 

^(hj)± es t un ensemble de representants des orbites dans S(i,j) res pour Paction de 

r x {±1}. 
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Fixons maintenant i E I . Posons 

E(i) = {^k,d+i-k\ k e Ki}, 

E(i) res = {a res ; ol E E(i)}, ^S(i) res = {ia res ; a G E(i)}. 

Les orbites dans Yj{i) res ou |E(i) res pour Taction de T s'identifient aux orbites dans E(i) 
pour Taction de T x {1,0} ou T (puisque 6 agit trivialement sur E(i)), ou encore aux 
orbites dans Fj pour Taction de T. II y en a deux si % G" une si i E Pour % G" J - *, 
les deux orbites dans E(i) res ou |E(i) res sont asymetriques. Si i G /"*, Tunique orbite 
est symetrique. 

On a choisi un ensemble E de representants des orbites dans E pour Taction de 
T x {1, 9}. Pour % G I~ et j G J+, on pose E(i, j) = E n E(i, j). Si i G J - * et j G /+*, 
on suppose que E(i, j) = {ck^^); £ G S(i, j)}. Pour i G J - , on pose E(i) = E fl E(i). Si 
i G /"*, on suppose que E(i) = {a fei)d+ i_ fei }. 

On peut dans tout cela remplacer les a^j par les a^j, en ajoutant des " dans les 
definitions. Du cote des L-groupes, c'est le groupe W F qui intervient plutot que Y. II 
convient alors de considerer que, pour % G I~* et j G I + *, j) est un ensemble de 
representants de W Fi \W F /W Fj et, pour % G /*, t { est un element de W F±i . On a choisi 
des ensembles Eg, resp. E#, de representants des orbites dans Eg, resp. E#, pour Taction 
de r x {±1}. Pour % G I~ et j G J + , posons S(i,j) res = Eg fl E(i, j) res . Si i G J~* et 
j G /+*, on suppose que t(i,j) res = {{a k ^ kj) ) res ] £ G Z(i,j)±}. Pour i G J~~, posons 
E(i) res = E^ fl E(?) res . On suppose que Eg fl |E(i) res = /3 G E(?) res }. Si i G J - *, on 
suppose E(i) res = {(a fciid+ i_ fci ) res }. 

2.7 Choix de x-data 

Pour tout i E I*, fixons un caractere Xi de F* dont la restriction a F ±i coincide avec 

s 9 n Fi/F ±i - 

Fixons % E I , j E I + . Si % G" I~* ou j G" E(i,j) res est forme d'orbites 

asymetriques. On choisit X/3 — 1 pour tout /3 G S(i, j) res . Supposons i G J - * et j G I + *. 
Soit £ G posons (3 = {oLki,i{kj))res- Alors Fp est le compose des extensions F et 

£(F,-). On pose X/3 = Xi ° Norm F/3 / Fi . Ensuite, pour cr G T, on pose = Xp ° 

Montrons que ces choix conviennent. On doit verifier 

(1) pour (3 E j) refl , X-/3 = X^ 1 ; 

(2) soit /3 G E(?,j) res , supposons Torbite de /3 symetrique; alors la restriction de xp 
a F±p est le caractere sgn Fp / F±p . 

On peut se limiter aux (3 de la forme (3 = ((Xki,z(kj))res pour £ G Introduisons 
£' comme dans le paragraphe precedent et fixons 7 G Tj tel que t^tj E "f£Tj- Posons 
(3' = (oiki,e(kj))res- L'egalite 2.6(1) nous dit que -(3 = r' 1 ^^ . Done 

X-p = Xp' °l~ 1 Ti = Xi° Norm F/3 , /Fi 07-^. 

Pour deux extensions F' C F" de F et pour 5 G T, on a l'egalite Norm F n / F i o 5 — 
5 o Norms-i( F ")/s-i-(F>)- On en deduit ici 

X-P = Xi°n° Norm F/}/Fi . 

Mais Xi T~i = xj l et l'egalite precedente entraine (1). 
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Supposons l'orbite de (3 symetrique. Le corps F±p contient F±i : un element de T±p 
envoie forcement ki sur ki ou d+ 1 — ki, done appartient a r±j. Le corps Fp est le compose 
de Fi et de F±p : un element de T±p appartient a Tp si et seulement s'il fixe la premiere 
composante ki de (3, e'est-a-dire si et seulement s'il appartient a Tj. Puisque l'orbite de f3 
est symetrique, Fp est une extension quadratique de F±p, done Fj et F±p sont des exten- 
sions disjointes de F±i. Alors la restriction de xp a F±p est egal a (x«)|-F ±i ° NormF ±0 /F ±i , 
e'est-a-dire a sgriF i /F± i ° NorrriF ±0 /F ±l - H est connu que e'est bien le caractere sgriF /F ±0 , 
d'ou (2). 

Fixons maintenant seulement i G J - . Si i les deux T-orbites dans ^T,(i) res 

sont asymetriques. On choisit xp — 1 pour tout element /? de cet ensemble. Si i G 
|E(i) res est forme d'une unique orbite symetrique. Posons /3 = ^((Xki,d+i-ki)res- Alors 

= Fi, F±p = F ±i . On choisit xp = Xi et Xa(p) = Xi ° ^ pour tout a G T. 

2.8 Calcul de A n (y,x) 

Considerons l'ensemble des elements de S qui verifient la condition 2.4(1). C'est la 
reunion sur les couples G 1~ x I + des ensembles E(i, j). Nos choix de x-data et 
d'ensemble E entrainent que la contribution a Au(y,x) des elements de E verifiant la 
condition 2.4(1) est 

n n ^w^,)^)- 

iei—,jei+* eeH(ij) 

Fixons £ intervenant dans ce produit. Posons /3 = (a^,^))^- On a choisi 

a/3 = /5(A T ) =Xj, i - Xf {kj) = Xi- €(Xj). 

On a 

(^(afci,C(fcj)))(*s) = "^(fc^.TiCfci)^) = ^(cjajj 1 )^" 1 ^- 
On a Xi/ri(xi) = i/i et Xj/Tj(xj) = yy Done 

Na kim) (ti) = yiHyj)- 1 . 

On a X/3 = ° Norm Fg /F v D'ou 

A/7, afc . i€(fcj . ) (y,x) = Xi o ^orm^/F^^fe)- 1 - l)pQ - ^(X^)) -1 ). 

Pour A G on a 

7Vorm F , /Fi (A) = J] a(X). 

o-eri/^n^r^-i) 

Puisque et Xj sont fixes par Tj, on obtient 

A//,a w (y,£) = x*( II ^(%-) _1 (2/< - <^(%))(^ - ^(Xj))- 1 ). 

aery^n^- 1 ) 

On doit faire le produit de ces expressions quand £ decrit Mais quand £ decrit 

S(i, j) et a decrit ^/(rifl^r^ -1 ), le produit cr£ decrit r/iy Remarquons que le nombre 
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d'elements de cet ensemble est [Fj : F] et que, puisque Norm Fj / F±j (yj) = 1, a fortiori 
Norm F ./ F {i)j) = 1. On obtient 

II A ",a w (y,£) =Xi(PMQ j {x i )- 1 ), 

€6S(i,j) 

ou Pj, resp. Qj, est le polynome caracteristique de i/j, resp. X^, agissant sur Fj. La 
contribution a A n (y,x) des elements de E verifiant la condition 2.4(1) est done 

(i) J] Xito-MQiM- 1 )- 

iei-*,jei+* 

Considerons maintenant l'ensemble des elements de E qui verifient la condition 2.4(3). 
C'est la reunion sur les i G I~ des ensembles S(i). Nos choix de x-data et d'ensemble E 
entrainent que la contribution a A n (y,x) des elements de E verifiant la condition 2.4(3) 
est 

II A n^ k ., d+1 _ k .(y,x). 

iei— 

Soit % e On a Na kijd+1 - ki = a. ku d+i- ki , et on calcule comme ci-dessus Na kijd+1 - ki (tx) = 
y { . Posons (3 = l(a ki ,d+i-ki)res- On a choisi xp = Xi e t on obtient 

A H,a kl , d+1 - kl (V, X) = Xi((Vi + 1)/2). 
La contribution a Au(y,x) des elements de E qui verifient la condition 2.4(3) est done 

(2) II Xi((yi + i)/2). 



2.9 Debut du calcul de Am(y, x) 

Parce que T est un produit de tores induits, l'isomorphisme entre H l (yV F ,T) et le 
groupe des caracteres de T(F) r s'explicite aisement. Decrivons le resultat dans le cas qui 
nous interesse. Pour i e /*, l'application 

W F . -> C x 
u> a°(w) ki 

est un caractere de W Fi) auquel correspond un caractere a* de F* . Pour % e / \ /*, on a 
deux applications 

«; i— > a°(w) fc 6 

pour 6 = 1,2. Ce sont des caracteres de Fj* , dont se deduisent deux caracteres a^'° de 
F^. Enfin l'application 

W F -> C x 
iu i-> a°(w) (( i +1)/2 

est un caractere de WV, dont se deduit un caractere a£, de F x . On a alors l'egalite 
a*(t s ) = a^ )(d+1)/2 ) I J] aJ'°(t Sifc i)aJ'°(^) I (l[a«(t £ , ki )), 
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c'est-a-dire 



(1) a*(fe) = *Ucd*d) ( II al^tiicMxr^r^UcM^r 1 )) 

iei\i* 

Kiel* 

Explicitons le cocycle a°. Le lemme X.4 de [W] calcule la section de Springer n relative 
a un epinglage convenable. Soit w G Wp. Identifions uj{w) a une matrice de permutation. 
Pour k G {1, ...,d}, notons s(k,w) le nombre d'elements / G {1, ...,d} tels que / < k et 
w _1 (l) > w~ 1 (k). Notons S(w) la matrice diagonale de coefficients S(w) k = (—l) s ( k ' w \ 
Alors n(uj(w)) = S(w)u)(w). On a une formule similaire pour jih(w(u;)). Quand on tient 
compte de la fagon dont on a plonge H dans G, on obtient le resultat suivant. Pour 
k G {1, ...,d}, notons sn{k,w) le nombre d'elements de l'ensemble suivant : 

- si k G {1, (d~ -l)/2}U{d-(cT -3)/2, ...,d}, c'est l'ensemble des / G {1, (d~- 
l)/2} U {d- (d~ - 3)/2, ...,d} tels que / < fc et u; -1 ^) > ur 1 ^) ; 

- si k G {(d~ + l)/2,...,d- (d~ - l)/2}, c'est l'ensemble des Z G {(d~ + l)/2, ...,d- 
(d - - l)/2} tels que I < k et w _1 (Z) > W l (k). 

Notons Sh(w) la matrice diagonale de coefficients SH(w)k = (— Alors 
L £(nf/(cc;(u>))) = Sh(w)u(w). La formule de 2.4 qui deflnit le cocycle a° se recrit done 

L ^(rH(w))SH(w)u(w)p(w) = a <> (w)r(w)S(w)uj(w), 

ou encore, puisque p(w) et a;(iu) commutent, 

a°(w) = L ^{r H {w))r{w)~ 1 S H {w)S{w)- 1 p{w). 

Les calculs ci-dessus permettent deja d'expliciter la matrice Sh(w)S(w)~ 1 . Notons e(w) 
le nombre d'elements de l'ensemble des I G {1, (d~ — l)/2} tels que > d— (d _ — 

3)/2. Alors Sh(w)S(w)~ 1 est la matrice diagonale de coefficients 

{1 si k < (d- - l)/2, 

si (d- + l)/2 < k < d - (d~ - l)/2, 
1, si * > d - (d- - 3)/2 et ^(jfc) > d - (d- - 3)/2, 
-1, si fc > d - (d- - 3)/2 et W -\k) < (d~ - l)/2. 



On a 



Dans l'intersection E# fl Eg, on peut supposer que Ton choisit les memes representants 
d'orbites dans les deux produits. On voit alors que les contributions de cette intersec- 
tion a chacun des produits sont inverses l'une de l'autre. Elles disparaissent. II reste la 
contribution des elements de Eg qui n'appartiennent pas a E# et celle des elements de 
E# qui n'appartiennent pas a Eg. Le second ensemble est la reunion sur les i G I~ des 
E(i) res . Le premier ensemble est lui-meme reunion de deux ensembles : 

- la reunion sur les G I x I + des Y*(i,j) res ; 

- la reunion sur les i G I~ des |E(i) res . 
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D'apres nos choix d'ensembles de representants d'orbites, on obtient 



L ^r H {w))r{w)-^ = n n ^w _i n n ^k^h^m- 

\iei- ,jei+ peZ(i,j)res J \ie/- /3et(i) res 

Le second produit se simplifie. En effet, pour % G I~ et /3 G S(i) rea , la seule difference dans 
les definitions de L £(rH,p{w)) et r / j/ 2 (w) provient des coracines qui interviennent dans les 
definitions : celles intervenant dans le second terme sont les doubles de celles intervenant 
dans le premier. Done rp/ 2 {w) = L £{rH,/3{w)) 2 . D'autre part, soient % G I~ \ I"*, j G I + 
et (3 G j) res . L'orbite de (3 pour Paction de V x {±1} est asymetrique et Paction de 
T preserve la positivite : un element (aik,i)res de l'orbite est positif si k G K\ et negatif 
si k G Kf. Done rp{w) = 1 pour tout w. De meme, pour i G I~ \ I~* et (3 G S(i) res , 
r 'H,p(w) = 1 pour tout w. On obtient 

(3) ^(rnHM^)- 1 = ( n n ^r 1 n n 



2.10 Le caractere a° D 

On doit calculer de a°(w)^+i)/2 pour w G WV- Le terme p(w)^+i)/2 v& ut 
Le terme (Sh(w)S(w)~ 1 )( c i+i)/2 vaut (— l) e (*"). Les termes rp(w) et L £(rH,(3(w)) ont une 
(d+ l)/2-ieme composante egale a 1. On obtient 

a°H( d+ i)/ 2 = xH(-l) eW . 

Identifions le caractere w i— > (— l) e ( w ). Pour i E I~, notons e^w) le nombre des k £ Ki 
tels que fc < (d _ — l)/2 et w~ l (k) > d — (d~ — 3)/2. Pour % g J - *, Paction galoisienne 
sur Ki conserve la positivite et ej(iu) = 0. Done 

Soit « G On peut choisir des representants (tu n )n=i,...,iv de H^ ±i \Wir de sorte que 
Papplication n h- > w~ 1 {k i ) soit une bijection de {1,...,N} sur Pensemble des elements 
k e Ki tels que k < (d~ - l)/2. Pour n = l,...,iV, soit (n', «„(«;)) G {l,...,iV} x PT F±i 
tel que w n w = v n (w)w n >. On a > d — (d~ — 3)/2 si et seulement si v n (w) G 

^ / i ? ± l \ ou encore si et seulement si sgnF z /F ±i ( v n(u!)) = — 1. Done (— l) ei(w ) = 
rin=i at s 9 n Fi/F±i( v n( w ))- Le membre de droite de cette egalite definit le transfert du 
caractere sgnF i /F ±i de Wf ±1 en un caractere de Wf- En termes de caracteres de et F x , 
le transfert se traduit par la restriction. Le caractere w h- > (— l)^^) de correspond 
done a la restriction a F x du caractere sgn Fi /F ±i de Fj^. D'ou 

a D = % n ( s ^/-p±i)i^ x - 

i6/-* 
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2.11 Calcul de aj'°, pour i e I~ \ I * 

Soit i E I~ \ Pour 6 = 1,2, on doit calculer a°(w) k b pour w G W 7 ^. Le terme 
p{w) k b vaut 1. Le terme (SH(w)S(w)~ 1 ) k b aussi : cela resulte de la formule 2.9(2) et, 
dans le cas b = 2, auquel cas kf > d— (d~ — 3)/2, de l'hypothese w G W F±i qui entraine 
w ~ 1 (^i) = ki - Le /c 4 6 -ieme coefficient du membre de droite de 2.9(3) vaut aussi 1. On en 
deduit 

pour ie r\r*, ^ = 1. 

2.12 Calcul de a?, pour z G / * 

Soit % G On doit calculer a°(w) ki pour iu G W 7 "^- On a p{w) k . = 1. Le terme 
(5 , ^(w)5'(w)" 1 )fc i vaut 1 par le meme argument que dans le paragraphe precedent. Dans 
le produit 2.9(3), seuls contribuent au /cj-ieme coefficient ceux pour lequel l'indice i est 
notre %. 

Soient j G I + \ I + * et j3 G S(i,j) res . L'orbite de (5 est asymetrique, done X/3 — 1- 
Avec les notations de 2.4, on a simplement 

^M- 1 = n ^ n (-i). 

n=l,...,Af,/3 n >0,«;- 1 (/3n)<0 

Ne contribuent a la fcj-ieme composante que les (5 n de la forme (a ku i) res ou (drf + i_fc i) /) res . 
Les racines de la premiere forme sont positives, celles de la seconde forme sont negatives. 
Un element w G W Fi fixe k{ et d+l — ki done respecte la positivite. La /c,-ieme composante 
de rp{w) vaut done 1 pour w G W Fi . 

Soit maintenant j G /+*. On a S(i,j) res = {(d^,^))^; £ G S(i,j) ± }. Fixons £ G 
j)±, posons /3 = (a ki ^ kj) ) res . 

Supposons d'abord l'orbite de f3 asymetrique. II intervient dans ^(w) -1 un produit 
de $ n (—l). Sa /cj-ieme composante vaut 1 pour la meme raison que ci-dessus. II reste le 
produit 

II PnUfiMw)))- 1 . 
n=l,...,N 

Pour n — 1, ...,N, la fcj-ieme composante de $ n (xp( v n( w )))~ 1 vaut 

(1) si /9 n est de la forme {& ka ) res , e'est-a-dire si w n G W Fi ; 

(2) xp(v n (w)) si /^n est de la forme (a d+1 - ka ) res , e'est-a-dire si w n G W F ji ; 
1 sinon. 

L'ensemble {w n ; n — 1, iV, tu n G W 7 ^} est un ensemble de representants de VFir a \Wir i . 
L'application 

W F . -> C x 
w ^ rin=i,...,iv, TOne r i X/3K(w))~ 1 

est le transfert de W Ff} a W 7 /^ du caractere x~p X ■ Le transfert correspond a la restriction de 
F£ a F*. Puisque Xp 1 — Xi X °N orm Fli j Fo cette restriction est egale a x\ Ffi ' Fl \ Le produit 
des termes (1) est done Xi( w )~~^ F0:F ^ ■ L'ensemble {w n T~ l ;n = 1, N, , w n G W Fi Ti] est 
encore un ensemble de representants de W F/3 \W Fi . Remarquons que, pour w n dans cet 
ensemble, l'egalite w n w = v n (w)w n i equivaut a w n r^ 1 (rjwr i ~ 1 ) = v n (w)w n 'T~ 1 . Le meme 
raisonnement que ci-dessus montre que le produit des termes (2) vaut 
On a l'egalite x% ° T % — Xi 1 de caracteres de F t x , et cela se traduit du cote galoisien par 
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l'egalite Xi^tur" 1 ) = ^(iu) -1 . Le produit des termes (2) est done egal a celui des termes 
(1). La contribution totale est done Xi( w )~ 2 ^ Fp ' Fi ^ ■ Ce calcul montre aussi que [Fp : Fj\ 
est egal a la fois au nombre d'elements de la T-orbite de (3 de la forme (a ki) i) re s et au 
nombre d'elements de la meme orbite de la forme (&d+i-ki,i)res- Ce deuxieme nombre est 
egal a celui des elements de la T-orbite de —(3 de la forme (a ki: i) res . Done 2[Fp : Fj\ est 
le nombre d'elements de la T x {±l}-orbite de (3 de la forme (a ki ,i) r es- 

Supposons maintenant l'orbite de (3 symetrique. Cette fois, les f3 n sont positifs, done 
ne peuvent pas etre de la forme (ad+i-k t ,i)res- La /cj-ieme composante de rp(w)~ l est done 
le produit des Xi3{ v n{ w ))~ 1 sur les n = 1, N tels que (3 n soit de la forme (a ki ,i) r es- Cette 
condition equivaut a w n G Wp v Parce que Wp i fl Wp ±/3 = Wp^, on verifie que l'ensemble 
des w n qui satisfont cette condition est un ensemble de representants de Wp [) \Wp i et le 
meme calcul que ci-dessus montre que la contribution de l'orbite de (3 est 
De plus, [F/3 : Fj\ est le nombre d'elements de la forme (a ki ,i)res dans la T-orbite de f3, 
ou dans la T x {±l}-orbite, cela revient au meme. 

On a calcule la contribution de chaque Tx {±1} orbite dans S(i, j). Faisons le produit 
de ces contributions. On obtient Xii^ ) 1 eleve a la puissance le nombre d'elements de 
j)res de la forme (a kt j) re s- Ce nombre est evidemment egal au nombre d'elements de 
Kj e'est-a-dire [Fj : F]. La contribution de est done 

II reste encore a calculer la contribution du deuxieme produit de 2.9(3). On a choisi 
litres = {(<^k t ,d+i-ki)res}- On obtient immediatement pour contribution Xi(w) -1 . Fina- 
lement, 

pour i G I *, a* = Xi 



2.13 Calcul de *f pour j E I + \ /+* 

Soit j E I + \ I + *. Pour b = 1,2, on doit calculer a°(w) k b pour w G Wf ±j . On a 
p(w) k b = x( w )- C'est en fait la restriction de x a Wf ± . qui intervient ici. En termes de 
caractere de F±^, il s'agit de x ° Normp ±j / F . On a (S H {w)S(w)~ 1 ) k b = (— l) e ( w \ 

Dans le produit 2.9(3), seuls contribuent au /c^-ieme coefficient ceux pour lequel l'in- 
dice j est notre j. Fixons % G Puisque j I + *, toutes les orbites dans S(i,j) res 
sont asymetriques. Notons E la reunion des T-orbites des (3 G S(i,j) res . C'est un sous- 
ensemble de S(i, j), stable par T et tel que S(i, j) = EVA (-E). La contribution du couple 
(i, j) au produit 2.9(3) est 

n ^(-i). 

/3eS;/3>0,w- 1 (/3)<0 

Notons E', resp. -E", le sous-ensemble des elements de E de la forme (ot kk b) resi resp. 
{6<-k,d+i-k b )res- Notons e' (w) , resp. e"(u>), le nombre d'elements (3 G -E', resp. (3 G -E", tels 
que (3 > et w _1 (/3) < 0. La /c^-ieme coordonnee du produit ci-dessus est (— i) e '( w )+ e "(«'). 
Notons fC', resp. fT", l'ensemble des k E Ki tels que (a kk b) res G -E', resp. (a fc)rf+1 _ fc (,) res G 
-E". Ce sont des sous-ensembles invariants par IV ± .. Posons K + = .fQn{l, (c/ — — l)/2} 
et fT„ = Kid {d — (d~ — 3)/2, d}.Si (3 = (a kj i) res , avec k G Ki et / G Xj, la condition 
/3 > 0, resp. (3 < 0, equivaut a A; G X+, resp. /c G -fT_. Done e"(-u7) est le nombre 
d'elements de l'ensemble des k G K" fl K + tels que w _1 (/c) G K" fl Pour deux signes 
e, e' = ±, notons K" e ,(w) l'ensemble des k G K" fl fT e tels que w^ 1 (k) G X" fl K e >. On a 

w _1 (^_H) u w-\K'L-(w)) = k" nt = U Kl_(w). 
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Puisque w se restreint en une bijection de K" sur lui-meme, les egalites ci-dessus 
montrent que les nombres d'elements de K+_(w) et de K'f_ + (w) sont egaux. Done e"(w) 
est aussi le nombre d'elements de K'LAw). L'application k i— > (a d , ->_ k k b) res est une 
bijection de K"_ + {w) sur l'ensemble des elements /3 de —E de la forme (d fcfc 6) res tels 

que (3 > et u> _1 (/3) < 0. Finalement, e'{w) + e"(u>) est le nombre d'elements (3 G 
U (— E) = j) res de la forme (o; fciA .6) res , tels que /3 > et w~ l ((3) < 0. C'est aussi 

le nombre des k G K + tels que G e'est-a-dire ej(u>). La contribution des 

elements de j) res est done (—l) e ^ w \ 

Le produit sur i G J - * de ces contributions est (— l) e ( w \ II compense exactement la 
contribution de Sh{w)S(w)~ 1 . Le resultat est 

pour j G I + \ I + * et b = 1,2, a b j = x ° Norm F±j / F . 

2.14 Calcul de a* pour j G /+* 

Soit j G I + *. On doit calculer a°(w) kj pour w G W 7 ^.. On a p{w) kj = x( w )- La restric- 
tion de x a W Fj correspond au caractere x° Norm F:j / F de F*. On a (S H (w)S(w)~ 1 ) kj = 

Dans le produit 2.9(3), seuls contribuent au /cj-ieme coefficient ceux pour lequel l'in- 
dice j est notre j. Fixons i G La contribution des orbites asymetriques est un produit 
de deux termes, dont le premier est un produit de $(— I). On calcule la contribution de ce 
premier produit comme dans le paragraphe precedent. Le resultat est le suivant. Notons 
j)res,asym l'ensemble des elements de E(i, j) res dont l'orbite est asymetrique. Notons 
ei,as ym {w) le nombre d'elements (3 G t(i, j) res ,asym de la forme (a ktkj ) res , tels que (3 > 
et w~ 1 ((3) < 0. Alors la contribution est (— iyi,°°v™(. w ) m 

Soit £ G S(i,j) ± , posons (3 = (aiki,£(k-))res, supposons l'orbite de (3 asymetrique, 
calculons la contribution du deuxieme terme de rp{w)~ 1 . Pour n = 1,...,N, la fcj-ieme 
composante de Pnixpi^niw))) -1 vaut 

(1) xp(v n (w)) si (3 n est de la forme {a Kkj ) res , e'est-a-dire si w' 1 ^ G W Fj ; 

(2) xpi^niw))' 1 si (3 n est de la forme (a k;d+1 _ kj ) res , e'est-a-dire si w' 1 ^ G W Fj Tj ; 

(3) 1 sinon. 

Notons Af le sous-ensemble des n G {1,...,N} tels que w' 1 !; G W Fj . Pour n E Af, 
posons w' n = t;~ 1 w n . L'ensemble {w' n ; n G Af} est un ensemble de representants du 
quotient £ _1 W F/3 £\W Fj = (f 1 ^ fl W Fj )\W Fj . Pour n e Af, v n (w) est defini par 
l'egalite w n w = v n (w)w n i. On a necessairement n' G A/". Posons v' n (w) = £,~ 1 v n (w)£,. 
On a v n (w) G C^W 7 ^ H Wjr. et l'egalite precedente equivaut a w' n w = v' n (w)w' n ,. La 
contribution des termes (1) s'ecrit 

II w^wr 1 )- 

C'est la valeur en w du transfert a W Fj du caractere u/ i— > Xpi^'^' 1 ) de £~ 1 W / F i £ nWj?.. 
Comme caractere de F*, c'est la restriction a F* du caractere xp ° £ de £ _1 (F^). Pour 
A G F.* , on a 

Xp°ZW=Xi°No r m Ff>/Fi ot(\)= xMW)= II xM^))- 

o-eri/^n^r^-i) o-er^ryr.; 
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Un calcul analogue vaut pour la contribution des termes verifiant (2) : il suffit d'y rem- 
placer £ par ^t^ 1 et les caracteres par leurs inverses. On obtient un caractere de F* 
defini par 

A - II Xi^(A))" 1 . 

o-er^r" Fj/Tj 

On se rappelle qu'il est associe a £ un element £' G S(i, j) tel que Tj£rj G r^'iy Puisque 
l'orbite de /3 est asymetrique, on a f On a l'egalite r^r" 1 ^ = nF^Tj. Puisque 
o Tj = x" 1 , le caractere ci-dessus est egal a 

a - n ^( ff ( A ))- 

o-er^'r./r,- 

Autrement dit, la contribution des termes (2) est similaire a celle des termes verifiant 
(1) : on a seulement remplace £ par 

Supposons maintenant l'orbite de f3 symetrique. Pour n — 1, N, la /cj-ieme compo- 
sante de /^(X/^n^))) -1 est encore calculee par (1), (2) et (3) ci-dessus. Notons A/i, resp. 
A/2, le sous-ensemble des n G {1,...,A} tels que G W 7 ^., resp. w" 1 ^ G Wp^j. Re- 

marquons que Wo^t" 1 G : . La condition n G A/2 equivaut done a wZ}£ G W 7 ^.. Pour 
n G A/i, posons u>" = £ _1 w n . Pour n G A2, posons u>" = £ _1 u>_„. L'ensemble {w"; n G 
A/i U A/2} est un ensemble de representants du quotient (£~ 1 W / "f 1 £ H W^^W 7 ^-. Pour 
n G A/i U A/2, soient G (AiuA" 2 ) x (^WV^nWf.) tels que u/> = <(w)^„. 

Comparons et f n (u>). Rappelons que l'on a une egalite w n w = v n (w)w n >, avec 

n' G {±1, ...,±iV}. Supposons n G A/i et n! > 0. L'element n' appartient necessairement 
a A/i et on a u^-u; = £ _1 t>n(w)£-u;"/, d'ou f"(u>) = £ _1 i> n (tu)£. Supposons n G A/i et 
n' < 0. Alors — n' appartient necessairement a A/2 et on a u>''u> = £ _1 t> n (w)£-u;" n ,, d'ou 
v'n(w) = C~ lv n( w )C Supposons n G A2 et n' > 0. L'element n' appartient necessairement 
a A2 et on a w"w = ^~ 1 w v n (w)wQ 1 ^w'^,, d'ou v"(w) = ^~ 1 w v n (w)wQ 1 ^. Suppo- 
sons enfin n G A2 et n' < 0. L'element — n' appartient necessairement a A/i et on a 
u>"-u; = ^^o^niwjwo^";, d'ou v'n(w) = C ^ofn(w)wo£ La contribution de n G A/iuA/2 
est done 

• X/j(f<Hf _1 ) si " e A/i ; 

• Xp{ w o 1 i v n( w )i~ lw o)~ 1 si n G A/" 2 et n' > ; 

• ^K'VnWtV)" 1 - si n e A/2 et n' < 0. 

Les proprietes de xp se traduisent en termes galoisiens par xp( w o lvw o) = Xp{ v )~~ l 
pour tout v G l^Vg et X/3( w o) — — 1- Alors le produit des termes ci-dessus est egal a 

(-i) e?M n x/jMHr 1 ), 

neMiUAf 2 

oil e^(it;) est le nombre d'elements n G A2 tels que n' < 0. Comme dans le cas d'une 
orbite asymetrique, le produit s'interprete comme un transfert, lequel se traduit par le 
caractere 

a - n * ^) ) 

aer^ryr,- 

de F* . Par l'application n 1— > /3 n , on voit que eg(u>) est le nombre de f3' dans l'orbite de 
f3, de la forme (aik,kj)res, tels que (5' > et < 0. 

Notons £>(i, j)res,sym 1' ensemble des /3 G S(i,j) res dont la T-orbite est symetrique. 
Notons e itSym (w) le nombre d'elements /3 G S(i, j)res,sy m de la forme (a^fc ) re s, tels que 
/3 > et w-\(3) < 0. 
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Le produit sur £ G S(i,j)± des contributions obtenues est le produit de 
• la valeur en w du caractere de W Fj dont le caractere associe de F* est 

J] II X,KA))= II xM*))=XioNorm Fj/F (\). 
€e3(i,j) CTer^r./r^ aer/r^ 

On se rappelle que les orbites asymetriques dans £(2, j) res avaient deja fourni une 
contribution (— l) e i.«»w"( w ). La somme e ijSym (w) + e i:asym (w) est le nombre d'elements 
/3 G S res (i,j) de la forme (cfcfc,^)^, tels que /3 > et w~ l (f3) < 0, c'est-a-dire ej(iu). 
Quand on fait le produit des signes (— l) e <H sur les i G on obtient (— l) e <™) et ce 
terme compense le signe qui provient de Sh{w)S(w)~ 1 . Finalement 

pour j G /+*, a°j =X° Norm Fj/F H ieI * Xi ° Norm Fj/F . 

2.15 Fin du calcul de Aju(y,x) 

En utilisant la formule 2.9(1) et nos calculs des differents caracteres qui y inter- 
viennent, on obtient que A in (y, x) est egal au produit des quatre termes suivants : 
(!) Yliei-*,jei+* X l {{ci l T l {x t ))^^Norm Fj/F {c j T j {x j )- 1 )) ; 

(2) Yliei-'Xiic^Tiixi)); 

( 3 ) Xliei-*_ s 9 n F./F ±l {cDX D l ) ; 

(4) x{c D Xo l Ujei+ Norm F j /F{c j T j {x j )- 1 )). 

2.16 Calcul du terme 2.15(3) 

Calculons le determinant dans F x /F x > 2 de la forme quadratique 9. D'apres la definition 
de 1.2, c'est —v. On doit comparer v et le terme r\ deflni en 1.6. Ici, le groupe Gg etant 
special orthogonal impair, tous ses epinglages dermis sur F sont conjugues par Gg(F) 
et conduisent au meme 77. On peut choisir l'epinglage de sorte que l'element nilpotent 
N associe soit simplement deflni par Ne^ = e&_i pour k = 2,...,d et Ne\ = 0. Alors 
V = 0{fidi N d ~ 1 e d ) = 0(e d ,ei) = —v. Considerons la definition de cp donnee en 2.1. Le 
determinant de 6 est le produit de cd et du produit sur tous les i G / des determinants 
des formes quadratiques (vi,v'i) >— > trace Fi / F (Ti(vi)v'iCi). Fixons i E I. Soit 5i G Fj* tel 
que Fi = F±i(y/5i) (si Fj n'est pas un corps, 5i = 1). On verifle que le determinant de la 
forme ci-dessus est Norm F±i /F{~^i)- L'element Xi fixe en 2.5 verifle Tj(JQ) = —Xi. II est 
done de la forme fay/Si, avec /ij G Fj^. Alors Norm Fl /F ±i {.Xi) = —[J%6i et le determinant 
precedent est egal (modulo un carre) a Norm Fi / F {Xi). En utilisant 2.5(2), on obtient 

c D =vY[Norm Fi /F((yi ~ l){l + y t y 1 ) mod F x ' 2 . 
iei 

Par definition du polynome ?/, on a les egalites 

Pi(-l) = IJ Norm Fi/F {-l - yi) = J[ Norm Fi/F (l + Vi), 
iei iei 

P/(l) = Y[Norm Fl / F (l ~ Vi) = Y[Norm F . /F (yi - 1). 

iei iei 
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On en deduit 

c D = 77P 7 (l)P/(-l), mod F x ' 2 . 
Puisque les caracteres sgn Fi / F±i sont d'ordre 2, le terme 2.15(3) vaut done 

J] s^n Fi/F±i (77a; D P J (l)P / (-l)) 



2.17 Calcul du terme 2.15(4) 

Soit j G I + . D'apres 2.5(3), on a 

xrtixj)- 1 = Vj = (1 + -V 7 ) ( 1 - X,)- 1 = (1 + X,)r,(l + X,)- 1 . 
II existe done Xj G F_£- tel que Xj = Xj(l + Xj). Alors 

Norm^/FicjTjixj)- 1 ) = Norm Fj / F ( Cj \- l {l - Xj)- 1 ). 
En utilisant 2.5(2), on obtient 

Norm Fj / F (cjTj(xj)~ l ) = Norm F±j / F (4:~ 1 c'*\J 2 )Norm Fj / F (l+yj) = Norm Fj / F (l+yj) mod F 
Puisque x est d'ordre au plus 2, le terme 2.15(4) est egal a 

x(c D x D ] J Norm Fj/F (l + yj)). 
jei+ 

Comme en 2.16, le produit intervenant ci-dessus vaut P 7 +(— 1). En remplagant c D par sa 
valeur calculee en 2.16, le terme 2.15(4) vaut 

X (tixdPi(1)Pi-(-1)). 



2.18 Disparition des termes 2.8(1) et 2.15(1) 

Fixons % G I~* et j G I + *. Le produit des contributions de (i,j) a 2.8(1) et 2.15(1) 

est Xii A i,j) ou 

Aid = (cr Vi(xO) [ ^ :F1 ^orm F , /F (c J r J (^)- 1 )P ? (yOQ,(^)" 1 - 

Introduisons la relation d'equivalence entre deux elements /i, // G P x : // =j // si et 
seulement si G Norm Fi / F±i {F*). On va montrer que Xi(Aj) — 1- Pour cela, il 

suffit de prouver que A it j =i 1. On a Tj(xj) 2 = r^x^Xiy' 1 , d'ou 

On a Norm F:j / F (cj) = Norm F±j / F (cj) 2 =i 1. En utilisant la relation 2.5(3) pour i et j 
on peut etablir l'egalite suivante : 

P J (y z ) = (l-X l )-^P J (-l)Q,(X l ), 
30 



cf. [Li] lemme 7.12. D'ou 

Aij =i y; [F ^ F] Norm F]/F {T 3 {x 3 )Y\l - .Y, ) 1). 

On a (1 - Xi)- 2 = (1 - Xi)-\1 + X^yi = % y h d'ou 

y -lF ± ,F ](1 _ Xir[F , F] _ L 

On a aussi 

Pj(-l) = Norm Fj/F {-l - yj ) = Norm F ./ F iS-Tj{xj) - x^T^Xj)' 1 ) 
= Norm F±j/F ( Xj + T^x^fNorm^/F^Xj))- 1 Norm^/F^Xj))- 1 , 

d'ou 

A id =i Normp^^T^Xj))^ 2 1. 



2.19 Fin du calcul 

II nous reste a calculer le produit de 2.5(1) et des termes 2.8(2) et 2.15(2). On obtient 
un produit 

JJ sgn Fi/F±i {r]c i Q' x {X i ))xi{{yi + l)2" 1 C r 1 r i (a; i )). 

Soit % G Remarquons que (i/i + l)rj(xj) = (xj + Tj(xj)). Ce terme appartient a 
Cela permet de remplacer Xi P ar s 9 n Fi/F ±i dans la formule ci-dessus et on obtient 



(1) JJ sgn Fi/F±i (Bi), 



i6/- 

OU 



5, = 2^Q^(X i )(^ + l)r J (^). 

Notons P y le polynome caracteristique de y agissant sur V" © V + . Les egalites 2.5(3) 
nous permettent d'etablir l'egalite 

2(1 - X t ) d - 2 P' y { yi ) = -P y (-l)Q' x (X t ), 

cf. [Li] lemme 7.12. Les valeurs propres de y agissant dans V~ © V + sont les <f>(yi), pour 
% e J et (f) e et 1 qui intervient une fois (on se rappelle que (V^ _ ,<T~) est un espace 
quadratique de dimension impaire). D'ou P y {T) = (T — 1)P/(T), puis P y (yi) = {yi — 
l)Pj(yi) et — -P y (— 1) = 2Pi(— 1). Comme dans le paragraphe precedent, (1 — Xj) 2 y" 1 , 
d'ou 

=« (1 - X^yf-^P'^Pri-l)-^ - 1). 
On a Tj(xj) = XiTi(xi)x~ l =j x" 1 . Enfin, grace a 2.5(3), 

2(1-X l )(y, + 1) =4=i 1. 

On obtient 



fi, =, ^^-^^(yOP/C-l)" 1 ^ - 1). 
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Le facteur de transfert A H q(u,x) est le produit de (1) ci-dessus et des termes calcules 
en 2.16 et 2.17. On obtient la formule de la proposition 1.10. 
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